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ÓÐÀÂÍÅÍÈß Ñ ×ÀÑÒÍÛÌÈ ÏÐÎÈÇÂÎÄÍÛÌÈ

Î ÇÀÄÀ×Å ÊÎØÈ
ÄËß ÎÄÍÎÉ ÏÑÅÂÄÎÃÈÏÅÐÁÎËÈ×ÅÑÊÎÉ ÑÈÑÒÅÌÛ

Ë.Í. Áîíäàðü, Ñ.Á. Ìèíãíàðîâ

Â äîêëàäå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à Êîøè äëÿ îäíîé ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé, íå ðàçðåøåííîé îòíîñèòåëüíî ñòàðøåé ïðîèçâîäíîé ïî âðåìåíè:
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xU =F (t, x) (1)

â ïîëóïëîñêîñòè R2
+ = {t > 0, x ∈ R}, ãäå α, β > 1, c > 0, 0 < ε < 1, δ ∈ R .

Ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âèäà (1) ÷àñòî íàçûâàþò óðàâíåíèÿìè
ñîáîëåâñêîãî òèïà, ïîñêîëüêó èìåííî ðàáîòû Ñ.Ë. Ñîáîëåâà (ñì., íàïðèìåð, â [1,
ñ. 333�447]) ïîñëóæèëè íà÷àëîì ñèñòåìàòè÷åñêîãî èçó÷åíèÿ òàêèõ óðàâíåíèé.

Ñèñòåìà (1) îòíîñèòñÿ ê êëàññó ïñåâäîãèïåðáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé, ââåäåííûõ
Ã.Â. Äåìèäåíêî â [2]. Ñèñòåìû òàêîãî âèäà âîçíèêàþò ïðè îïèñàíèè âîëíîâîé
äèíàìèêè â ñòåðæíå (ñì., íàïðèìåð, [3, 4]).

Â âûðîæäåííîì ñëó÷àå, êîãäà ε = 0, ñèñòåìà (1) ðàñïàäàåòñÿ íà äâà ïñåâäîãèïåð-
áîëè÷åñêèõ óðàâíåíèÿ:

(I − αD2
x)D

2
t u + c2D4

xu− δ2D2
xu = f1(t, x), (2)

(I − βD2
x)D

2
t v + c2D4

xv = f2(t, x).

Óðàâíåíèå (2) â ëèòåðàòóðå íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì Âëàñîâà (ñì. [3, 4]), à òàêæå �
óðàâíåíèåì Ðýëåÿ�Áèøîïà (ñì. [5, 6]). Òåîðåìû î ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è Êîøè äëÿ
ïñåâäîãèïåðáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñì., íàïðèìåð, [2, 7�9].

Â ðàáîòå äîêàçûâàåòñÿ îäíîçíà÷íàÿ ðàçðåøèìîñòü çàäà÷è Êîøè äëÿ ïñåâäîãèïåð-
áîëè÷åñêîé ñèñòåìû (1) â ñîáîëåâñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ.

Ëèòåðàòóðà

1. Ñîáîëåâ Ñ.Ë. Èçáðàííûå òðóäû. T. 1. Óðàâíåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè. Âû÷èñëèòåëüíàÿ
ìàòåìàòèêà è êóáàòóðíûå ôîðìóëû. Íîâîñèáèðñê: Èçä-âî Èí-òà ìàòåìàòèêè, Ôèëèàë �Ãåî� èçä-âà
ÑÎ ÐÀÍ, 2003.

2. Äåìèäåíêî Ã.Â., Óñïåíñêèé Ñ.Â. Óðàâíåíèÿ è ñèñòåìû, íå ðàçðåøåííûå îòíîñèòåëüíî ñòàð-
øåé ïðîèçâîäíîé. Íîâîñèáèðñê: Íàó÷íàÿ êíèãà, 1998.

3. Âëàñîâ Â. Ç. Òîíêîñòåííûå óïðóãèå ñòåðæíè. Ñòðîéèçäàò, 1940.
4. Ãåðàñèìîâ Ñ.È., Åðîôååâ Â.È. Çàäà÷è âîëíîâîé äèíàìèêè ýëåìåíòîâ êîíñòðóêöèé. Ñàðîâ:

ÔÃÓÏ �ÐÔßÖ-ÂÍÈÈÝÔ�, 2014.
5. Bishop R.E.D. Longitudinal waves in beams //Aeronautical Quarterly. 1952. V. 3. I. 4. P. 280�293.
6. Rao J. S. Advanced Theory of Vibration. John Wiley & Sons, 1992.
7. Demidenko G.V. On solvability of the Cauchy problem for pseudohyperbolic equations // Sib. Adv.

Math. 2001. V. 11. � 4. P. 25�40.
8. Fedotov I., Volevich L.R. The Cauchy problem for hyperbolic equations not resolved with respect to

the highest time derivative // Russ. J. Math. Phys. 2006. V. 13. � 3. P. 278�292.
9. Äåìèäåíêî Ã.Â. Óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è Êîøè äëÿ ïñåâäîãèïåðáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé

// Ñèá. ìàò. æóðí. 2015. Ò. 56. � 6. Ñ. 1289�1303.
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ÎÁ ÎÄÍÎÉ ÑÈÑÒÅÌÅ ÒÈÏÀ ¾ÐÅÀÊÖÈß�ÄÈÔÔÓÇÈß¿

Ñ.Ì. Áîðîäè÷

Ïóñòü Ω � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü â Rn (n > 1) ñ ãëàäêîé ãðàíèöåé ∂Ω. Ðàññìàò-
ðèâàåòñÿ ñèñòåìà òèïà ¾ðåàêöèÿ-äèôôóçèÿ¿

∂tu = ∆u− f(u, T ), ∂tT = ∆T + g(u, T ), (x, t) ∈ Ω× (0, +∞), (1)

ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè
∂u/∂ν|x∈∂Ω = 0, ∂T/∂ν|x∈∂Ω = 0. (2)

Çäåñü u = u(x, t), T = T (x, t), ν = ν(x) � íîðìàëü ê ∂Ω. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî
f(u, T ), g(u, T ) ∈ C1(R2) è âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

lim
T→+∞

f(u, T ) = f̃(u), lim
T→+∞

g(u, T ) = g̃(u), f̃(u), g̃(u) ∈ C1(R),

c0|u|p − C 6 f(u, T )u 6 C(|u|p + 1), 0 < ε 6 g(u, T ) 6 C

( |u|q
1 + |T |α + |u|r + 1

)
,

f ′uξ
2
1 + (f ′T − g′u)ξ1ξ2 − g′T ξ2

2 > −C|ξ|2 ∀ξ = (ξ1, ξ2) ∈ R2,

f̃ ′(u) > c0|g̃′(u)|2 − C, |g̃′(u)| 6 C(|u|r−1 + 1),

|f(u, T )− f̃(u)| 6 h(T )(|u|p−1 + 1), |g(u, T )− g̃(u)| 6 h(T )(|u|q + 1),

ãäå
C, c0 > 0, p > 2, 0 < α < 1, 1 6 q 6 p(1 + α)/2,

q < p/2 + 4/(n− 2) ïðè n > 3, 1 6 r 6 p/2,

h(T ) ∈ C(R), h(T ) îãðàíè÷åíà è ìîíîòîííî óáûâàåò íà R, lim
T→+∞

h(T ) = 0.

Ïóñòü E = L2(Ω) × L2(Ω). Ñòàíäàðòíûìè ìåòîäàìè (ñì. [1, 2]) óñòàíàâëèâàåòñÿ,
÷òî çàäà÷à (1), (2) ïîðîæäàåò â ïðîñòðàíñòâå E ïîëóãðóïïó îïåðàòîðîâ {St, t > 0} :

St : (u0, T0) →
(
u(t), T (t)

)
,

ãäå (u0, T0) ∈ E,
(
u(t), T (t)

)
� ðåøåíèå çàäà÷è (1), (2) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì

(
u(t), T (t)

)
= (u0, T0).

Äëÿ ïðîèçâîëüíîé èíòåãðèðóåìîé ïî Ëåáåãó íà Ω ôóíêöèè ϕ ÷åðåç 〈ϕ〉 îáîçíà-
÷èì åå ñðåäíåå çíà÷åíèå â ýòîé îáëàñòè: 〈ϕ〉 = (mesΩ)−1

∫

Ω

ϕ(x) dx.

Ïóñòü V = {ϕ ∈ L2(Ω) : 〈ϕ〉 = 0} ; (u, T ) � ðåøåíèå çàäà÷è (1), (2) ñ íà÷àëüíûì
óñëîâèåì èç E. Ïðåäñòàâèì êîìïîíåíòó T â âèäå ñóììû T = T1 + T2, ãäå T2 = 〈T 〉
(î÷åâèäíî, ÷òî T1(t) ∈ V ∀t > 0). Èç (1), (2) ïîëó÷àåì

∂tu = ∆u− f(u, T1 + T2), ∂u/∂ν|x∈∂Ω = 0, (3)

∂tT1 = ∆T1 + G1(u, T1 + T2), ∂T1/∂ν|x∈∂Ω = 0, (4)

∂tT2 = G2(u, T1 + T2), (5)
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ãäå G1(u, T1 + T2) = g(u, T1 + T2) −
〈
g(u, T1 + T2)

〉
, G2(u, T1 + T2) =

〈
g(u, T1 + T2)

〉
.

Çàìåòèì, ÷òî èç (5) è óñëîâèÿ g(u, T ) > ε > 0 ñëåäóåò: T2(t) → +∞ ïðè t → +∞.
Ðàññìîòðèì çàäà÷ó, â íåêîòîðîì ñìûñëå ïðåäåëüíóþ ïðè T2 → +∞ äëÿ çàäà-

÷è (3), (4):
∂tũ = ∆ũ− f̃(ũ), ∂tT̃1 = ∆T̃1 + G̃1(ũ), (6)

∂ũ/∂ν|x∈∂Ω = 0, ∂T̃1/∂ν|x∈∂Ω = 0, (7)

ãäå G̃1(ũ) = g̃(ũ)− 〈
g̃(ũ)

〉
. Íà÷àëüíûå äàííûå ýòîé çàäà÷è áåðóòñÿ â ïðîñòðàíñòâå

E1 = L2(Ω)× V ⊂ E.

Äëÿ ëþáûõ íåïóñòûõ ìíîæåñòâ X, Y ⊂E ïîëîæèì distE(X, Y ) = sup
x∈X

inf
y∈Y

‖x−y‖E.

Ìåòîäàìè, èçëîæåííûìè â [2], äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî çàäà÷à (6), (7) ïîðîæäàåò â ïðî-
ñòðàíñòâå E1 ïîëóãðóïïó îïåðàòîðîâ {S̃t, t > 0}, îáëàäàþùóþ ìàêñèìàëüíûì àò-
òðàêòîðîì A, A ⊂ E1. (Ñëåäóÿ [2], ìàêñèìàëüíûì àòòðàêòîðîì ïîëóãðóïïû îïåðà-
òîðîâ {S̃t} íàçûâàåì òàêîå êîìïàêòíîå â E1 è èíâàðèàíòíîå îòíîñèòåëüíî îïåðàòî-
ðîâ ïîëóãðóïïû ìíîæåñòâî A, ÷òî äëÿ ëþáîãî îãðàíè÷åííîãî â E ìíîæåcòâà B ⊂ E

distE(S̃tB, A) → 0 ïðè t → +∞).
Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèÿ Π1 : E → E1 è Π2 : E → R ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Π1 : (u, T ) → (u, T1), Π2 : (u, T ) → T2

äëÿ ëþáûõ (u, T ) ∈ E, ãäå T = T1 + T2, T2 = 〈T 〉.
Òåîðåìà. Ïóñòü B � îãðàíè÷åííîå â E ìíîæåñòâî. Òîãäà

distE(Π1StB, A) → 0 è inf Π2StB → +∞ ïðè t → +∞,

ãäå {St} � ïîëóãðóïïà, ïîðîæäåííàÿ â ïðîñòðàíñòâå E çàäà÷åé (1), (2).
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Î ÅÄÈÍÑÒÂÅÍÍÎÑÒÈ ÐÅØÅÍÈß ÎÄÍÎÉ ÊÐÀÅÂÎÉ ÇÀÄÀ×È
Ñ ÈÍÒÅÃÐÀËÜÍÛÌ ÓÑËÎÂÈÅÌ ÄËß ÑÈÍÃÓËßÐÍÎÃÎ

ÏÀÐÀÁÎËÈ×ÅÑÊÎÃÎ ÓÐÀÂÍÅÍÈß Ñ ÎÏÅÐÀÒÎÐÎÌ ÁÅÑÑÅËß

È.Á. Ãàðèïîâ, Ð.Ì. Ìàâëÿâèåâ

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ àêòèâíî èçó÷àþòñÿ êðàåâûå çàäà÷è ñ èíòåãðàëüíûìè óñëîâèÿ-
ìè. Êðàåâûå çàäà÷è ñ èíòåãðàëüíûì óñëîâèåì äëÿ ãèïåðáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ áûëè
ðàññìîòðåíû â ðàáîòå [1]. Ãèïåðáîëè÷åñêîå óðàâíåíèå ñ îïåðàòîðîì Áåññåëÿ è ñ íåëî-
êàëüíûì èíòåãðàëüíûì óñëîâèåì èçó÷åíî â ðàáîòå [2], à ïàðàáîëè÷åñêîå óðàâíåíèå
ñ îïåðàòîðîì Áåññåëÿ â ðàáîòàõ [3, 4].

Ïóñòü GT = {(x, t) : 0 < x < l, 0 < t 6 T} � ïðÿìîóãîëüíàÿ îáëàñòü â êîîðäèíàò-
íîé ïëîñêîñòè Oxt.

Â îáëàñòè GT ðàññìîòðèì ïàðàáîëè÷åñêîå óðàâíåíèå

LBu ≡ ut −Bxu = 0,
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ãäå Bx = x−k ∂

∂x
(xk ∂

∂x
) =

∂2

∂x2
+

k

x

∂

∂x
� îïåðàòîð Áåññåëÿ, 0 < k < 1.

Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à î íàõîæäåíèèôóíêöèè u(x, t), óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèÿì:

u(x, t) ∈ C1,0
x,t (GT ) ∩ C2,1

x,t (GT ), (1)

LBu = 0, (x, t) ∈ GT , (2)

u(x, 0) = ϕ(x), 0 6 x 6 l, (3)

u(0, t) = 0, 0 6 t 6 T, (4)

(
xk−1u(x, t)

)
∣∣∣∣∣
x=1

+

l∫

0

u(x, t)xdx = 0, 0 6 t 6 T, (5)

ãäå ϕ(x) � çàäàííàÿ äîñòàòî÷íî ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ ñîãëà-
ñîâàíèÿ

(
xk−1ϕ(x)

)
∣∣∣∣∣
x=1

+

l∫

0

ϕ(x)xdx = 0. (6)

Òåîðåìà. Çàäà÷à (1)�(6) íå ìîæåò èìåòü áîëåå îäíîãî ðåøåíèÿ.
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Condition for Parabolic Equation with The Bessel Operator // Journal of Mathematics. 2013. Article ID
457631.

4. Ãàðèïîâ È.Á., Ìàâëÿâèåâ Ð.Ì. Êðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ îäíîãî ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ñ îïå-
ðàòîðîì Áåññåëÿ ñ èíòåãðàëüíûì óñëîâèåì ïåðâîãî ðîäà // Èçâåñòèÿ ÒóëÃÓ. Åñòåñòâåííûå íàóêè.
2013. Â. 1. Ñ. 5�12.

ÃÐÀÍÈ×ÍÛÅ ÇÀÄÀ×È
ÄËß ÍÅÊËÀÑÑÈ×ÅÑÊÈÕ ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ ÏßÒÎÃÎ ÏÎÐßÄÊÀ

Â.Â. Äàéíÿê, À.Ê. Àíäðîñîâ

Â äàííîé ðàáîòå èçó÷àåòñÿ çàäà÷à òèïà Äèðèõëå íà ïëîñêîñòè äëÿ óðàâíåíèé îïðå-
äåëåííîãî âèäà ïÿòîãî ïîðÿäêà ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè. Ýòè íåêëàññè÷åñêèå
ëèíåéíûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíîé ôóíêöèè u(x) ïå-
ðåìåííûõ x = (x0, x1) çàïèøåì â âèäå

Lu =
( ∂3

∂x3
0

+ a1
∂3

∂x0∂x2
1

+ b1
∂3

∂x3
1

)(∂2u

∂x2
0

+
∂2u

∂x2
1

)
+ A(x0, x1)u = f(x0, x1), (1)

ãäå A(x0, x1)u = q0(x0, x1)
∂u

∂x0

+ q1(x0, x1)
∂u

∂x1

− λ(x0, x1)u. Çäåñü a1, b1 � ïîñòîÿííûå,
êîýôôèöèåíòû ïîëèíîìà A(x0, x1) è èõ ïðîèçâîäíûå ∂qi

∂x0
(i = 1, 2) èçìåðèìû è îãðà-

íè÷åíû. Ïðè íåêîòîðûõ äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèÿõ íà êîýôôèöèåíòû îïåðàòîðà L,
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êîòîðûå áóäóò ñôîðìóëèðîâàíû äàëåå è êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ äîñòàòî÷íûìè, ìåòîäàìè
ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà äîêàçûâàåòñÿ â îáîáùåííîé ïîñòàíîâêå îäíîçíà÷íàÿ ðàçðå-
øèìîñòü óðàâíåíèÿ (1) â ïðîèçâîëüíîé îáëàñòè ïðè íàëè÷èè ïðîñòåéøèõ ãðàíè÷íûõ
óñëîâèé (óñëîâèé òèïà Äèðèõëå). Ñóòü ïîñòàíîâêè çàäà÷è â ñëåäóþùåì. Îáîçíà÷èì
÷åðåç Ω ïðîèçâîëüíóþ îãðàíè÷åííóþ îáëàñòü äâóìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà ïåðåìåííûõ
x = (x0, x1) ñ êóñî÷íî-ãëàäêîé ãðàíèöåé ∂Ω.

Ïóñòü L0(ν) = (ν3
0 +a1ν0ν

2
1 + b1ν

3
1)(ν

2
0 +ν2

1). Â îáëàñòè Ω ðàññìîòðèìóðàâíåíèå (1)
îòíîñèòåëüíî ôóíêöèè u(x), êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò îäíîðîäíûì ãðàíè÷íûìóñëîâèÿì

u|∂Ω =
∂u

∂ν
|∂Ω =

∂2u

∂ν2
|∂Ω− = 0, (2)

ãäå ∂Ω− � ÷àñòü ãðàíèöû ∂Ω â òî÷êàõ êîòîðîé L0(ν) < 0.
Íàðÿäó ñ çàäà÷åé (1), (2) áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñîïðÿæåííóþ çàäà÷ó, ò.å.

L+v = g(x), (3)

u|∂Ω =
∂u

∂ν
|∂Ω =

∂2u

∂ν2
|∂Ω+ = 0, ∂Ω+ =

(
x ∈ Ω |L0(ν) > 0

)
, (4)

ãäå L+ � ôîðìàëüíî ñîïðÿæ¼ííûé ê L îïåðàòîð è

L+ = −
( ∂3

∂x3
0

+ a(1) ∂3

∂x0∂x2
1

+ b(1) ∂3

∂x3
1

)( ∂2

∂x2
0

+
∂2

∂x2
1

)
+ A∗(x0, x1),

ãäå A∗(x0, x1) � îïåðàòîð ïåðâîãî ïîðÿäêà, ôîðìàëüíî ñîïðÿæåííûé ê A(x0, x1).
Äëÿ èññëåäîâàíèÿ íà ðàçðåøèìîñòü ïîñòàâëåííûõ çàäà÷ íàì íóæíû íåêîòîðûå

ôóíêöèîíàëüíûå ïðîñòðàíñòâà. Îáîçíà÷èì H l(Ω) (l = 1, 2, 3) ïðîñòðàíñòâî Ñîáîëå-
âà ôóíêöèé, îïðåäåëåííûõ â Ω ñ êâàäðàòè÷íî ñóììèðóåìûìè îáîáùåííûìè ïðîèç-
âîäíûìè äî ïîðÿäêà l, H0(Ω) = L2(Ω). Ïóñòü H l

0(Ω)(
0

H l(Ω)), l = 1, 2, 3, � ïîäïðî-
ñòðàíñòâà ïðîñòðàíñòâà H l(Ω), ýëåìåíòû êîòîðûõ óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì (2), ((4)).

Çäåñü H l
0(Ω) =

0

H l(Ω). Ïóñòü H−1
0 (Ω) � ñîïðÿæåííîå ê H l

0(Ω) ïðîñòðàíñòâî îòíîñè-
òåëüíî êàíîíè÷åñêîé áèëèíåéíîé ôîðìû 〈u, v〉, u ∈ H−1

0 (Ω), v ∈ H1
0 (Ω), ÿâëÿþùåé-

ñÿ ïðîäîëæåíèåì ïî íåïðåðûâíîñòè áèëèíåéíîé ôîðìû (u, v)L2(Ω), ãäå u ∈ L2(Ω),
v∈H l

0(Ω), (·, ·)L2(Ω) � ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â L2(Ω).
Çàäà÷ó (1), (2) áóäåì ðàññìàòðèâàòü êàê ðåøåíèå îïåðàòîðíîãî óðàâíåíèÿ

Lu = f (5)

ñ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ D(L) = H3
0 (Ω), à çàäà÷ó (3), (4) êàê ðåøåíèå îïåðàòîðíîãî

óðàâíåíèÿ
L∗v = g (6)

ñ D(L∗) =
0

H3(Ω).
Ïîñòðîèì ðàñøèðåíèå L è L+. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü L è L+ èç ïðîñòðàíñòâà

H1
0 (Ω) â H−1

0 (Ω). Â êà÷åñòâå ðàñøèðåíèé L è L+ âîçüìåì ñîïðÿæåííûå îïåðàòîðû
ê îïåðàòîðàì L+ è L ñîîòâåñòâåííî, äåéñòâóþùèå èç H1

0 (Ω) â H−1
0 (Ω). Ðåøåíèå

óðàâíåíèÿ
Lu = f (7)
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íàçîâåì îáîáùåííûì ðåøåíèåì çàäà÷è (1), (2) èëè óðàâíåíèÿ (5), à ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

L+u = g (8)

� îáîáùåííûì ðåøåíèåì çàäà÷è (3), (4) èëè óðàâíåíèÿ (6).
Èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå ýíåðãåòè÷åñêèå íåðàâåíñòâà äëÿ îïåðàòîðîâ L è L+.
Òåîðåìà 1. Åñëè âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:
1) a2

1 + b2
1 6= 0;

2) åñëè a1 = −1, òî b1 ∈ (−∞,−1

2
) ∪ (

1

2
, +∞);

3) åñëè a1 = 0, òî b1 ∈ (−∞,−
√
−942 + 266

√
57

96
) ∪ (

√
−942 + 266

√
57

96
, +∞);

4) åñëè a1 = 1, òî b1 ∈ (−∞,−1.21) ∪ (1.21, +∞),

òî äëÿ ëþáûõ u è v èç H1
0 (Ω) ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà

‖u‖H1
0 (Ω) 6 c‖Lu‖H−1

0 (Ω), (9)

‖v‖H1
0 (Ω) 6 c∗‖L+v‖H−1

0 (Ω), (10)

ãäå ïîñòîÿííûå c > 0 è c∗ > 0 íå çàâèñÿò îò ôóíêöèé u è v.
Òåîðåìà 2. Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé Òåîðåìû 1 äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà f ∈ H1

0 (Ω)
ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå îáîáùåííîå ðåøåíèå u çàäà÷è (1)�(2), à äëÿ ëþáîãî ýëå-
ìåíòà g ∈ H1

0 (Ω) ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå îáîáùåííîå ðåøåíèå v çàäà÷è (3)�(4)
è ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖u‖H1
0 (Ω) 6 k‖f‖H−1

0 (Ω), (11)

‖v‖H1
0 (Ω) 6 k∗‖g‖H−1

0 (Ω). (12)

.
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2. Êîðçþê Â.È. Çàäà÷à òèïà Äèðèõëå äëÿ ñîñòàâíîãî óðàâíåíèÿ òðåòüåãî ïîðÿäêà // Âåñòíèê
ÁÃÓ. Ñåð. 1. Ôèçèêà. Ìàòåìàòèêà. Èíôîðìàòèêà. 2012. � 3. Ñ. 116�121.

ÇÀÄÀ×À ÊÎØÈ ÄËß ÏÑÅÂÄÎÃÈÏÅÐÁÎËÈ×ÅÑÊÈÕ ÑÈÑÒÅÌ

Ã.Â. Äåìèäåíêî

Â ìîíîãðàôèè [1] èññëåäîâàëèñü êðàåâûå çàäà÷è äëÿ êëàññîâ óðàâíåíèé, íå ðàçðå-
øåííûõ îòíîñèòåëüíî ñòàðøåé ïðîèçâîäíîé,

L0(Dx)D
l
tu +

l−1∑

k=0

Ll−k(Dx)D
k
t u = f(t, x), t > 0, x ∈ Rn, (1)

ãäå L0(Dx) � êâàçèýëëèïòè÷åñêèé îïåðàòîð. Â ëèòåðàòóðå òàêèå óðàâíåíèÿ ÷àñòî íà-
çûâàþò óðàâíåíèÿìè ñîáîëåâñêîãî òèïà. Áîëüøîé èíòåðåñ ê òàêèì óðàâíåíèÿì áûë
èíèöèèðîâàí èññëåäîâàíèÿìè Ñ.Ë.Ñîáîëåâà [2] çàäà÷è î ìàëûõ êîëåáàíèÿõ âðàùàþ-
ùåéñÿ æèäêîñòè. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ñóùåñòâóåò ìíîãî òåîðåòè÷åñêèõ è ïðèêëàäíûõ
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èññëåäîâàíèé çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèé, íå ðàçðåøåííûõ îòíîñèòåëüíî ñòàðøåé ïðîèç-
âîäíîé. Óðàâíåíèÿ âèäà (1) âîçíèêàþò ïðè ìîäåëèðîâàíèè ðàçëè÷íûõ ïðîöåññîâ [1].
Â êîíöå ïðîøëîãî âåêà ñ ðîñòîì êîëè÷åñòâà ñòàòåé ïî ýòèì óðàâíåíèÿì �ñòàëà î÷åâèä-
íîé� íåêîòîðàÿ êëàññèôèêàöèè óðàâíåíèé âèäà (1). Ïðîàíàëèçèðîâàâ áîëüøîå ÷èñëî
ðàáîò, àâòîðû [1] âûäåëèëè òðè êëàññà óðàâíåíèé: óðàâíåíèÿ ñîáîëåâñêîãî òèïà, ïñåâ-
äîïàðàáîëè÷åñêèå óðàâíåíèÿ è ïñåâäîãèïåðáîëè÷åñêèå óðàâíåíèÿ.

Ïðè èçó÷åíèè çàäà÷è Êîøè äëÿ ïñåâäîãèïåðáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé (1) ñ ïîñòîÿí-
íûìè êîýôôèöèåíòàìè â ðàáîòàõ [1, 3] âïåðâûå áûëè ïîëó÷åíû ýíåðãåòè÷åñêèå îöåíêè
è äîêàçàíû òåîðåìû î ðàçðåøèìîñòè â âåñîâûõ ñîáîëåâñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ. Îòìå-
òèì, ÷òî óðàâíåíèÿ âèäà (1), ðàññìîòðåííûå â [1, 3], íå ñîäåðæàëè ìëàäøèõ ÷ëåíîâ
(â îáîáùåííîì ñìûñëå). Àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû äëÿ êëàññà óðàâíåíèé, ñîäåðæà-
ùèõ ìëàäøèå ÷ëåíû, ïîëó÷åíû â ðàáîòå [4]. Íåêîòîðûé êëàññ ïñåâäîãèïåðáîëè÷åñêèõ
óðàâíåíèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ èçîòðîïíîñòè, áûë ðàññìîòðåí â [5].

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìû ââîäèì êëàññ ïñåâäîãèïåðáîëè÷åñêèõ ñèñòåì

L(Dx)DtU + M(Dx)U = F (t, x),

ãäå L(Dx) � êâàçèýëëèïòè÷åñêèé îïåðàòîð, è ðàññìàòðèâàåì çàäà÷ó Êîøè äëÿ òàêèõ
ñèñòåì. Â ñëó÷àå, êîãäà ñèìâîëû îïåðàòîðîâ L(Dx), M(Dx) êâàçèîäíîðîäíû, ïîëó÷å-
íû ýíåðãåòè÷åñêèå îöåíêè, óñòàíîâëåíû óñëîâèÿ îäíîçíà÷íîé ðàçðåøèìîñòè â âåñîâûõ
ñîáîëåâñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ. Àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû â ñëó÷àå, êîãäà ñèì-
âîëû L(iξ), M(iξ) íå ÿâëÿþòñÿ êâàçèîäíîðîäíûìè ïðè óñëîâèè, ÷òî det L(iξ) 6= 0 ,
ξ ∈ Rn.

Ðàáîòà âûïîëíåíà â ðàìêàõ ãîñóäàðñòâåííîãî çàäàíèÿ Èíñòèòóòà ìàòåìàòèêè
èì. Ñ.Ë. Ñîáîëåâà ÑÎ ÐÀÍ (ïðîåêò � FWNF-2022-0008).
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Î ÍÅËÈÍÅÉÍÎÌ ÌÅÒÎÄÅ ÓÃËÎÂÛÕ ÏÎÃÐÀÍÈ×ÍÛÕ ÔÓÍÊÖÈÉ

È.Â. Äåíèñîâ, À.È. Äåíèñîâ

Ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííûå ñèñòåìû ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé âèäà

ε

(
∂u

∂t
− a∆u

)
= f(u, v, x, t, ε),

∂v

∂t
− b∆v = g(u, v, x, t, ε),

ãäå ∆ � îïåðàòîð Ëàïëàñà, x = (x1, x2, x3), âîçíèêàþò ïðè ìàòåìàòè÷åñêîì îïèñà-
íèè õèìè÷åñêèõ ðåàêöèé ñ ó÷åòîì äèôôóçèè. Êîìïîíåíòû âåêòîð-ôóíêöèé u è v
ÿâëÿþòñÿ êîíöåíòðàöèÿìè ðåàãèðóþùèõ âåùåñòâ, à ìàëûé ïàðàìåòð ε � âåëè÷èíîé,
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îáðàòíîé êîíñòàíòàì ñêîðîñòåé áûñòðûõ ðåàêöèé. Òàêîãî æå òèïà ñèñòåìû ïîÿâëÿ-
þòñÿ è â äðóãèõ ïðèêëàäíûõ çàäà÷àõ. ×òîáû óïðîñòèòü èçëîæåíèå àëãîðèòìà, îáû÷-
íî îãðàíè÷èâàþòñÿ ñëó÷àåì, êîãäà ìåäëåííûå ïåðåìåííûå îòñóòñòâóþò (íåò âòîðîãî
óðàâíåíèÿ), à x � îäíîìåðíàÿ ïåðåìåííàÿ. Êðîìå òîãî, äëÿ óäîáñòâà çàïèñè ìàëûé
ïàðàìåòð ïðè ïðîèçâîäíûõ îáîçíà÷àþò ÷åðåç ε2.

Íà ïðîòÿæåíèè ïîñëåäíèõ ñîðîêà ëåò íàèáîëåå èíòåíñèâíî ñèñòåìû ïîäîáíîãî âèäà
èçó÷àëèñü â îáëàñòÿõ ñ óãëîâûìè òî÷êàìè ãðàíèöû. Äîñòàòî÷íî ýôôåêòèâíûì îêà-
çàëñÿ ìåòîä óãëîâûõ ïîãðàíè÷íûõ ôóíêöèé, âïåðâûå ïðèìåíåííûé Â.Ô. Áóòóçîâûì
äëÿ ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ â 1972 ãîäó. Â 1978 ãîäó ýòîò ìåòîä áûë ðàñïðîñòðàíåí íà
ïàðàáîëè÷åñêîå óðàâíåíèå (ñì. [1]). Â ïðÿìîóãîëüíèêå

Ω := {(x, t) | 0 < x < 1, 0 < t < T}
áûëà ðàññìîòðåíà çàäà÷à

ε2

(
a2∂2u

∂x2
− ∂u

∂t

)
= F (u, x, t, ε), (x, t) ∈ Ω,

ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì
u(x, 0, ε) = φ(x), 0 6 x 6 1,

è êðàåâûìè óñëîâèÿìè ïåðâîãî ðîäà

u(0, t, ε) = ψ1(t), u(1, t, ε) = ψ2(t), 0 6 t 6 T,

ãäå ôóíêöèÿ F ïðåäïîëàãàëàñü ëèíåéíîé ïî ïåðåìåííîé u. Îáûêíîâåííûõ ïîãðàí-
ôóíêöèé, êîòîðûå îïðåäåëÿëèñü èç îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé,
îêàçàëîñü íåäîñòàòî÷íî äëÿ ïîñòðîåíèÿ àñèìïòîòèêè ðåøåíèÿ. Ïîòðåáîâàëèñü åùå è
óãëîâûå ïîãðàíôóíêöèè, êîòîðûå îïðåäåëÿëèñü èç ëèíåéíûõ ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíå-
íèé ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè. Âïîñëåäñòâèè Â.Ô. Áóòóçîâûì è åãî ó÷åíèêàìè
áûëè ðàññìîòðåíû ðàçíîîáðàçíûå ïðèêëàäíûå çàäà÷è, èññëåäîâàíèå êîòîðûõ ïðîâî-
äèëîñü ñ ïîìîùüþ ìåòîäà óãëîâûõ ïîãðàíôóíêöèé. Â ðàáîòàõ ðàññìàòðèâàëèñü ëèáî
ëèíåéíûå çàäà÷è, ëèáî íåëèíåéíûå çàäà÷è ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè âòîðîãî ðîäà.

Çàäà÷à ñ íåëèíåéíîé ïî ïåðåìåííîé u ôóíêöèåé F è êðàåâûìè óñëîâèÿìè ïåð-
âîãî ðîäà âïåðâûå áûëà ðàññìîòðåíà â 1991 ãîäó äëÿ ýëëèïòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ.
Â [2] áûëî íà÷àòî ôîðìèðîâàíèå íåëèíåéíîãî ìåòîäà óãëîâûõ ïîãðàíè÷íûõ ôóíêöèé.
Ïåðâîíà÷àëüíî ñ ïîìîùüþ ýòîãî ìåòîäà áûëà ðàññìîòðåíà çàäà÷à ñ êâàäðàòè÷íîé
ïî ïåðåìåííîé u ôóíêöèåé F. Äëÿ óãëîâûõ ïîãðàíôóíêöèé ïîëó÷àëèñü íåëèíåéíûå
óðàâíåíèÿ òîãî æå òèïà, ÷òî è èñõîäíîå óðàâíåíèå. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñóùåñòâîâà-
íèÿ ïîäõîäÿùèõ ðåøåíèé òàêèõ óðàíåíèé áûë èñïîëüçîâàí ìåòîä âåðõíèõ è íèæíèõ
ðåøåíèé. Áûëè ïîñòðîåíû áàðüåðíûå ôóíêöèè ñïåöèàëüíîãî âèäà, êîòîðûå áûëè â
äàëüíåéøåì ìîäèôèöèðîâàíû äëÿ áîëåå îáùèõ çàäà÷. Ïîòðåáîâàëîñü êîíñòðóèðîâàòü
áàðüåðíûå ôóíêöèè, ñîñòîÿùèå èç íåñêîëüêèõ êóñêîâ, ñ ïîñëåäóþùèì ñãëàæèâàíèåì
ýòèõ êóñêîâ. Èññëåäîâàíèÿ â ýòîì íàïðàâëåíèè (ñì. [3�7] ïîçâîëèëè çíà÷èòåëüíî ðàñ-
øèðèòü êëàññ íåëèíåéíîñòåé.
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ÂÛÍÓÆÄÅÍÍÛÅ ÊÎËÅÁÀÍÈß ÑÒÐÓÍÛ ÏÎÄ ÂÎÇÄÅÉÑÒÂÈÅÌ
ÍÅÏÐÅÐÛÂÍÎÉ ÑÈËÛ È ÑÈË ÈÌÏÓËÜÑÍÎÉ ÏÐÈÐÎÄÛ

Ê.Ê. Åëãîíäèåâ, Þ.Ð. Êóòëûìóðàòîâà

Ðàññìîòðåíà çàäà÷à î âûíóæäåííûõ êîëåáàíèÿõ ñòðóíû ñ çàêðåïëåííûìè êîíöà-
ìè ïîä âîçäåéñòâèåì âíåøíåé íåïðåðûâíîé ñèëû è ñèë èìïóëüñíîé ïðèðîäû, äåé-
ñòâóþùèõ íà ïðîöåññ êîëåáàíèÿ ñòðóíû â ôèêñèðîâàííûå ìîìåíòû âðåìåíè. Ìàòå-
ìàòè÷åñêè ýòà çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ çàäà÷åé ðåøåíèÿ ëèíåéíîãî íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ
êîëåáàíèÿ ñòðóíû

∂2u

∂t2
= a2∂2u

∂x2
+ f(x, t), t 6= tk, (1)

ïðè ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ
u(0, t) = u(l, t) = 0, (2)

ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè
u(x, 0) = ϕ0(x),

∂u

∂t
(x, 0) = ϕ1(x), 0 6 x 6 l, (3)

è óñëîâèÿìè èìïóëüñíûõ âîçäåéñòâèé âèäà

∆
∂u

∂t
|t=tk =

∂u(x, tk + 0)

∂t
− ∂u(x, tk − 0)

∂t
= Ik(x), 0 6 x 6 l, (4)

ãäå tk > 0, k ∈ N, � ìîìåíòû èìïóëüñíûõ âîçäåéñòâèé, à Ik(x), k ∈ N, � ñîîòâåò-
ñòâóþùèå tk, k ∈ N, âåëè÷èíû èìïóëüñíûõ âîçäåéñòâèé.

Îòíîñèòåëüíî ìîìåíòîâ èìïóëüñíûõ âîçäåéñòâèé ïðåäïîëîæèì, ÷òî tk > tm ïðè
k > m è tk → +∞ ïðè k → +∞ .

Îïðåäåëåíèå. Ðåøåíèåì çàäà÷è (1)�(4) íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ

u(x, t) ∈ C
(
[0, l]× [0, +∞)

) ∩ C2
(
[0, l]

∞∪
k=0

(tk, tk+1)
)
,

èìåþùàÿ íåïðåðûâíóþ ñïðàâà ïðîèçâîäíóþ ïî t ïðè t = tk, k ∈ N, óäîâëåòâîðÿþùàÿ
óðàâíåíèþ (1) ïðè t 6= tk, k ∈ N, ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì (2), íà÷àëüíûì óñëîâèÿì (3)
è ïðè t = tk óñëîâèÿì èìïóëüñíûõ âîçäåéñòâèé (4).

Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1), óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì (2)�(4), èùåì â âèäå:

u(t, x) =
∞∑

n=1

Tn(t) · sin nπ

l
x (5)
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ïî ñîáñòâåííûì ôóíêöèÿì λn = sin
nπx

l
, n = 1, 2, . . . , çàäà÷è Øòóðìà�Ëèóâèëëÿ

X ′′(x) + λX(x) = 0, X(0) = X(l) = 0,

ãäå ôóíêöèè Tn(t), n = 1, 2, ..., îïðåäåëÿþòñÿ èç óðàâíåíèé

Tn
′′
(t) + ωn

2 Tn(t) = fn(t), t 6= tk, (6)

ïðè íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ
Tn(0) = ϕ0n, Tn

′
(0) = ϕ1n, (7)

è óñëîâèÿõ èìïóëüñíîãî âîçäåéñòâèÿ

∆Tn
′
(t) |t=tk = Ikn , (8)

Çäåñü k, n ∈ N è ââåäåíû ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ

ϕ0n =
2

l

l∫

0

ϕ0(x) sin
nπ

l
x dx; ϕ1n =

2

l

l∫

0

ϕ1(x) sin
nπ

l
x dx; Ikn =

2

l

l∫

0

Ik(x) sin
nπ

l
x dx.

Ðåøåíèå çàäà÷è (6)-(8) èìååò âèä

Tn(t)=ϕ01 cos ωnt+
ϕ1n

ωn

sin ωnt+
1

ωn

t∫

t0

fn(τ) sin ωn(t− τ) dτ +
∑

06ti<t

I in

ωn

sin ωn(t− ti).

Ïîäñòàâèâ íàéäåííûå âûðàæåíèÿ äëÿ Tn(t) â ðÿä (5), ïîëó÷èì ðåøåíèå çàäà÷è (1)�
(4). Ïîêàçàíî, ÷òî òàêàÿ ñõîäèìîñòü ðÿäîâ áóäåò îáåñïå÷åíà, åñëè ïîòðåáîâàòü ðàâíî-
ìåðíóþ ïî n îãðàíè÷åííîñòü ÷àñòè÷íûõ ñóìì ðÿäà

∑∞
k=1 Ikn è ÷òîáû íåïðåðûâíàÿ

ôóíêöèÿ f(x, t) èìåëà íåïðåðûâíûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïî x äî âòîðîãî ïîðÿäêà è
ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ t âûïîëíÿëèñü óñëîâèÿ f(0, t)=f(l, t)=0, Ik(0)=Ik(l)=0, ∀k ∈ N.
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ÎÁ ÎÄÍÎÉ ÊÐÀÅÂÎÉ ÇÀÄÀ×Å ÄËß ÓÐÀÂÍÅÍÈß
ÒÐÅÒÜÅÃÎ ÏÎÐßÄÊÀ ÏÀÐÀÁÎËÎ-ÃÈÏÅÐÁÎËÈ×ÅÑÊÎÃÎ ÒÈÏÀ

Ñ ÄÐÎÁÍÎÉ ÏÐÎÈÇÂÎÄÍÎÉ

Á.Æ. Êàäèðêóëîâ, Ì.À. Æàëèëîâ

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

∂

∂x

(
∂2u

∂x2
− 1− sign x

2

∂2u

∂y2
− 1 + sign x

2
CDα

0y

)
= 0, (1)

ãäå CDα
0yϕ(t) = I1−α

0+ ϕ′(t) � îïåðàòîð èíòåãðî-äèôôåðåíöèðîâàíèÿ â ñìûñëåÊàïóòî [1].
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Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèþ u(x, y) áóäåì íàçûâàòü ðåãóëÿðíûì ðåøåíèåì óðàâíå-
íèÿ (1), åñëè îíà îáëàäàåò íåïðåðûâíûìè ïðîèçâîäíûìè, âõîäÿùèìè â ýòî óðàâíåíèå
è óäîâëåòâîðÿåò åìó.

Ïóñòü Ω � îäíîñâÿçíàÿ îáëàñòü ïëîñêîñòè íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ x, y, îãðà-
íè÷åííàÿ îòðåçêàìè AB, BB0, B0A0 ïðÿìûõ x = 1, y = 0, y = 1 ñîîòâåòñòâåííî è
õàðàêòåðèñòèêàìè AC :x + y = 0 è A0C :x− y = −1 óðàâíåíèÿ (1), âûõîäÿùèìè èç
òî÷åê A (0, 0), A0 (0, 1), è ïóñòü

Ω1 = Ω ∪ A0B0 ∩ {x > 0} , Ω2 = Ω ∩ {x < 0} .

Äëÿ óðàâíåíèÿ (1) â îáëàñòè Ω ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó:
Çàäà÷à. Òðåáóåòñÿ íàéòè ôóíêöèþ u(x, y), íåïðåðûâíóþ â çàìêíóòîé îáëàñòè Ω̄,

êîòîðàÿ:
1) ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (1) â îáëàñòè Ω ïðè x 6= 0;
2) óäîâëåòâîðÿåò ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì

u|y=0 = ϕ (x) , 0 6 x 6 1,

u|x=1 = f (y) , 0 6 y 6 1,

u|A0C = ψ1 (y) ,
∂u

∂n

∣∣∣∣
A0C

= ψ2 (y) ,
1

2
6 y 6 1,

∂u

∂n

∣∣∣∣
AC

= ψ3 (y) , 0 6 y 6 1

2
,

ãäå ϕ, f, ψ1, ψ2, ψ3 � çàäàííûå ôóíêöèè.
Ïðè îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõ íà çàäàííûå ôóíêöèè, èñïîëüçóÿ ìåòîä ôóíêöèè

Ãðèíà, äîêàçàíû òåîðåìû î åäèíñòâåííîñòè è ñóùåñòâîâàíèè ðåøåíèÿ ðàññìàòðèâàå-
ìîé çàäà÷è.
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ÊÎÐÐÅÊÒÍÛÅ ÊÐÀÅÂÛÅ ÇÀÄÀ×È
ÄËß ÑÈÑÒÅÌ ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÛÕ ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ ÍÀ ÃÐÀÔÀÕ

Á.Å. Êàíãóæèí

Êîëåáàòåëüíûå ïðîöåññû êîíñòðóêöèé, ñîñòîÿùèõ èç ñòåðæíåé è ñîåäèíåííûõ â óç-
ëàõ, ìîäåëèðóþòñÿ ñèñòåìàìè îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé íà ïðå-
äåëüíûõ ãåîìåòðè÷åñêèõ ãðàôàõ. Ïðè÷åì íà êàæäîé äóãå ãðàôà âîçíèêàåò ñèñòåìà
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, èìåþùèõ ðàçíûå ïîðÿäêè. Äèôôåðåíöèàëüíûå ñèñòå-
ìû ñ ïîäîáíûì ýôôåêòîì íà ãåîìåòðè÷åñêèõ ãðàôàõ ìàëî èññëåäîâàíû. Ïîýòîìó àê-
òóàëüíûì ïðåäñòàâëÿåòñÿ èçó÷åíèå êîððåêòíûõ ïîñòàíîâîê êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ òàêèõ
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ñèñòåì íà ãðàôàõ. Ïðè ýòîì âîçíèêàåò âîïðîñ, âî-ïåðâûõ, âûáîð óñëîâèé ñîãëàñîâà-
íèé âî âíóòðåííèõ âåðøèíàõ ãðàôà è, âî-âòîðûõ, îïðåäåëåíèå óñëîâèé çàêðåïëåíèé
â ãðàíè÷íûõ âåðøèíàõ ãðàôà.

Äëÿ èññëåäîâàíèÿ ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò êîëåáàíèé êîíñòðóêöèé, ñîñòîÿùèõ èç ìíî-
æåñòâà ñòåðæíåé, âîçíèêàþò çàäà÷è íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ äëÿ ñèñòåì óêàçàííîãî
âûøå âèäà íà ãåîìåòðè÷åñêèõ ãðàôàõ.

Â äîêëàäå îáñóæäàþòñÿ òåîðåìû î ëîêàëèçàöèè ñïåêòðîâ óêàçàííûõ çàäà÷.

ÎÁ ÀÏÏÐÎÊÑÈÌÀÖÈÈ ÎÄÍÎÃÎ ÊÐÀÅÂÎÃÎ ÓÑËÎÂÈß
Â ÑÒÅÐÆÍÅÂÎÌ ÒÅ×ÅÍÈÈ

Ñ.Ñ. Êàÿíîâè÷
Ðàññìîòðèì çàäà÷ó (1)�(6) [1]

∂u1

∂t
= ν

2∑

k=1

∂2u1

∂x2
k

−
2∑

k=1

uk
∂u1

∂xk

− ∂p

∂x1

, (x, t) ∈ Ω̃T , (1)

∂u2

∂x2

+
∂u1

∂x1

= 0, (x, t) ∈ ΩiT , i = 1, 2,
∂2u2

∂x2
2

+
∂2u1

∂x1∂x2

= 0, (x, t) ∈ Ω′
T , (2)

2∑

k=1

∂2p

∂x2
k

+
2∑

k=1

2∑
j=1

∂uk

∂xj

∂uj

∂xk

= 0, (x, t) ∈ Ω̃T , (3)

u1 |t=0 = b̄(x), x ∈ Ω̄, u1

∣∣
S̃T

= ψ̃1(s, t), (s, t) ∈ S̃T , u2

∣∣∣SST
= 0, (4)

∂u2

∂x2

∣∣∣∣
S′1T

= − ∂u1

∂x1

∣∣∣∣
S′1T

, u2|S′2T
= −

H−ε1∫

H

∂u1(x1, z, t)

∂x1

dz, (5)

∂p

∂n̄

∣∣
S̃T

=ζ(s)
2∑

j=1

ωj(s, t) cos αj, ωi =ν

2∑

k=1

∂2ui

∂x2
k

−
2∑

k=1

uk
∂ui

∂xk

−∂ui

∂t
, i = 1, 2, (s, t) ∈ S̃T , (6)

ãäå ∂p

∂n̄
|S̃T

� ïðîèçâîäíàÿ ïî íàïðàâëåíèþ âåêòîðà n̄ âíåøíåé íîðìàëè ê ïîâåðõíî-
ñòè S̃T . Âñå îáîçíà÷åíèÿ â (1)�(6) ñîäåðæàòñÿ â [1]. Â ðàáîòàõ [1, 2] äîêàçàíî, ÷òî ñèñòå-
ìà óðàâíåíèé ñòåðæíåâîãî òå÷åíèÿ èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå ïðè ëþáîì
t = tm = mτ (ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì τ), ïðè÷¼ì u1,m ∈ Cl,α

(
¯̃Ωm

)
, p ∈ Cl−1,α

(
¯̃Ωm

)
.

Âñòà¼ò âîïðîñ î ÷èñëåííîì íàõîæäåíèè ðåøåíèÿ. Äëÿ ýòîãî áóäåò ïðèìåí¼í ìåòîä
êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé, ïðè êîòîðîì çàäà÷à (1)�(6) çàìåíÿåòñÿ ðàçíîñòíîé çàäà÷åé, å¼
àïïðîêñèìèðóþùåé. Ïîðÿäîê òî÷íîñòè ðàçíîñòíîé çàäà÷è ñîâïàäàåò ñ ïîðÿäêîì àï-
ïðîêñèìàöèè [3] (îáîçíà÷åíèÿ òåîðèè ðàçíîñòíûõ ñõåì ñì. â [3]).

Ðàçíîñòíàÿ ñõåìà äëÿ çàäà÷è (1), (4) íà ðàâíîìåðíîé ïî øàãàì h, τ ñåòêå ðàññìàò-
ðèâàëàñü â [4]. Ïîýòîìó ñðàçó ïåðåõîäèì ê óðàâíåíèþ (3) è óñëîâèÿì (6). Óðàâíåíèå
(3) ñîäåðæèò ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå, àíàëîãè÷íûå ïðîèçâîäíûì èç (1), ïîýòîìó èõ àï-
ïðîêñèìàöèÿ áóäåò àíàëîãè÷íîé. Îñòàíîâèìñÿ íà îïèñàíèè â ðàçíîñòíîì âèäå óñëîâèé
(6). Ó÷èòûâàÿ íóëåâûå óñëîâèÿ äëÿ ôóíêöèé u1 è u2 íà ÷àñòÿõ ãðàíèöû

l1 ∪ l2 :
[δ

2
6 x1 6 L− δ

2
; x2 = 0 ∪ x2 = H

]
,
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âçÿòûõ ïðè çíà÷åíèè t = tm, à òàêæå îïðåäåëåíèå ñðåçàþùåé ôóíêöèè ζ(x), çàìå÷à-
åì, ÷òî ëåâåå ïðÿìîé x1 =

δ

2
è ïðàâåå ïðÿìîé x1 = L − δ

2
óñëîâèÿ äëÿ íîðìàëüíîé

ïðîèçâîäíîé ∂p

∂n̄
|li , i = 1, 2, îáðàùàþòñÿ â íóëü (ñì. [1]). Íà ÷àñòÿõ æå l1 ∪ l2 íåíó-

ëåâûì îñòà¼òñÿ òîëüêî ñëàãàåìîå ν
∂2u2

∂x2
2

. Ïðè ýòîì, íàïðèìåð, íà l1 óñëîâèå

∂p

∂n̄

∣∣∣∣
l1

= − ∂p

∂x2

∣∣∣∣
l1

= ν
∂2u2

∂x2
2

ìîæíî âçÿòü â âèäå ∂p

∂x2

∣∣∣∣
l1

= 0 (ñì. [5], à òàêæå [6], ãë. IV, � 39).

Çàéì¼ìñÿ àïïðîêñèìàöèåé êðàåâîãî óñëîâèÿ ∂p

∂x2

∣∣∣∣
l1

= 0. Äàëåå ïðèìåíÿåì îáîçíà-

÷åíèÿ p(x1, x2, tm) = p(x2), ò.å. çàâèñèìîñòü îò ïåðåìåííûõ x1 è t ÿâíî íå óêàçûâàåì,
∂p

∂x2

∣∣∣∣
l1

= p′x2
, äëÿ ðàçíîñòíîé ïðîèçâîäíîé èñïîëüçóåì îáîçíà÷åíèå px2 (øòðèõ îò-

ñóòñòâóåò). Ïðîèçâîäíóþ p′x2
(0) çàìåíÿåì ïðàâîé ðàçíîñòíîé ïðîèçâîäíîé yx2(0) =

= y(h)− y(0)

h
è êðàåâîå óñëîâèå ïðè x2 = 0 íàïèøåì â âèäå yx2(0) = 0 (y åñòü

ñåòî÷íàÿ ôóíêöèÿ äëÿ ôóíêöèè p). Äëÿ ïîãðåøíîñòè z = y − p ïîëó÷àåì zx2(0) =
= yx2(0) − px2(0) . Ðàçëàãàÿ p(x2) â îêðåñòíîñòè óçëà x2 = 0 ïî ôîðìóëå Òåéëîðà:
p(h) = p(0) + hp′(0) + 0, 5h2p′′(0) + O(h3), íàõîäèì

px2(0) = p′(0) + 0, 5hp′′(0) + O(h2) (7)

(ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè p åñòü ïðîèçâîäíûå ïî ïåðåìåííîé x2). Âèäèì, ÷òî ïîãðåø-
íîñòü àïïðîêñèìàöèè äëÿ êðàåâîãî óñëîâèÿ åñòü O(h). Ïîäïðàâèì óñëîâèå yx2(0) = 0
òàê, ÷òîáûïîðÿäîê àïïðîêñèìàöèè ñîñòàâëÿë O(h2), èñïîëüçóÿ òîòôàêò, ÷òî p(x2) åñòü
ðåøåíèå èñõîäíîé çàäà÷è (3), (6) (ñì. [3]). Âûðàçèì èç óðàâíåíèÿ (3) ∂2p

∂x2
2

(0) = p′′x2x2
(0):

p′′x2x2
(0) = −p′′x1x1

(0).

Ïîäñòàâëÿÿ ýòî p′′x2x2
(0) â (7), ïîëó÷èì

px2(0) + 0, 5hp′′x1x1
(0) = p ′(0) + O(h2), (8)

ò.å. âûðàæåíèå â ëåâîé ÷àñòè (8) àïïðîêñèìèðóåò p′(x2) â òî÷êå x2 = 0 íà ðåøåíèè (3)
ñî 2-ì ïîðÿäêîì. Ïîäïðàâèâ êðàåâîå óñëîâèå, ïîëó÷èì 2-îé ïîðÿäîê àïïðîêñèìàöèè.

Äëÿ äàëüíåéøåãî çàìåòèì, ÷òî íåïîñðåäñòâåííî ê ñòåíêå x2 = 0 ïðèëåãàåò òîíêàÿ
ïðîñëîéêà æèäêîñòè, â êîòîðîé ñðåäíÿÿ ñêîðîñòü ìåíÿåòñÿ ïî ëèíåéíîìó çàêîíó ([6],
ãë. IV, � 42). Ñëåäîâàòåëüíî, ñïðàâåäëèâî ñ÷èòàòü, ÷òî â ðåàëüíîì òå÷åíèè ∂2u1

∂x2
2

= 0

(ïðè x2 = 0). Äàëåå çàìå÷àåì, ÷òî, â ñèëó (1), ïðè x2 = 0 èìååì ðàâåíñòâî
∂p

∂x1

= ν
∂2u1

∂x2
2

,

ò.å. p′x1
(0) = 0,

δ

2
6 x1 6 L − δ

2
. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî p′′x1x1

(0) = 0, ò.å. ñàìî óñëîâèå
yx2(0) = 0 èìååò âòîðîé ïîðÿäîê àïïðîêñèìàöèè íà ðåøåíèè óðàâíåíèÿ (3) (ñì. [3]).
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ÇÀÄÀ×À ÃÓÐÑÀ ÍÀ ÏËÎÑÊÎÑÒÈ
ÄËß ÊÂÀÇÈËÈÍÅÉÍÎÃÎ ÃÈÏÅÐÁÎËÈ×ÅÑÊÎÃÎ ÓÐÀÂÍÅÍÈß

Â.È. Êîðçþê, Î.À. Êîâíàöêàÿ

Ïîëó÷åíî êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è äëÿ êâàçèëèíåéíîãî ãèïåðáîëè÷åñêîãî óðàâ-
íåíèÿ â ñëó÷àå äâóõ íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ ñ çàäàííûìè óñëîâèÿìè äëÿ èñêî-
ìîé ôóíêöèè íà õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ëèíèÿõ. Çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê ñèñòåìå óðàâíåíèé ñ
âïîëíå íåïðåðûâíûì îïåðàòîðîì. Ðåøåíèå ñòðîèòñÿ ìåòîäîì ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðè-
áëèæåíèé [1]. Ïðîâîäÿòñÿ îáîñíîâàíèÿ. Êðîìå òîãî, ïîêàçàíà äëÿ ðàññìîòðåííîé çà-
äà÷è åäèíñòâåííîñòü ïîëó÷åííîãî êëàññè÷åñêîãî ðåøåíèÿ. Äîêàçàíû íåîáõîäèìûå è
äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñîãëàñîâàíèÿ çàäàííûõ ôóíêöèé èç ðàññìîòðåííîé çàäà÷è, ïðè
âûïîëíåíèè êîòîðûõ êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå åå ñóùåñòâóåò ïðè íàëè÷èè îïðåäåëåííîé
ãëàäêîñòè çàäàííûõ ôóíêöèé.

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Íà ïëîñêîñòè R2 íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ x = (x1, x2)
ðàññìîòðèì êâàçèëèíåéíîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå âòîðîãî ïîðÿäêà âèäà

Lu(x, D) = a(x)∂2
x1

u + 2b(x)∂x1∂x2u + c(x)∂2
x2

u + L(1)(x, u, ∂x1u, ∂x2u) = f(x) (1)

îòíîñèòåëüíî èñêîìîé ôóíêöèè u : R2 3 x → u(x) ∈ R , ãäå a, b, c, f � çàäàííûå
ôóíêöèèíà âñåé ïëîñêîñòè.Îïåðàòîð L(1) ðàññìàòðèâàåìêàêôóíêöèþL(1)(x, ξ1, ξ2, ξ3)
îò ïåðåìåííûõ ξ = (ξ1, ξ2, ξ3), êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùåìó óñëîâèþ Ëèïøèöà.

Óñëîâèå 1. Äëÿ ëþáîãî x ∈ R2 ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà L ∈ R, äëÿ êîòîðîé ïðè
ëþáûõ ξ = (ξ1, ξ2, ξ3) è η = (η1, η2, η3) èç R3 âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

|L(1)(x, ξ)− L(1)(x,η)| 6 L|ξ − η|. (2)

Óñëîâèå 2. Íà âñåé ïëîñêîñòè R2 óðàâíåíèå (1) ÿâëÿåòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêèì, ò. å.
äèñêðèìèíàíò, ñîñòàâëåííûé èç êîýôôèöèåíòîâ ãëàâíîé ÷àñòè åãî îïåðàòîðà L,
ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíûì:

b2(x)− a(x)c(x) > A > 0 (3)

äëÿ ëþáîãî x ∈ R2 è íåêîòîðîé ïîëîæèòåëüíîé êîíñòàíòû A èç ìíîæåñòâà äåé-
ñòâèòåëüíûõ ÷èñåë R.
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Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî êîýôôèöèåíò a(x) 6= 0 èëè c(x) 6= 0. Èç óñëîâèÿ 2 ñëåäóåò,
÷òî óðàâíåíèå (1) èìååò äâà ñåìåéñòâà õàðàêòåðèñòèê ϕ(1)(x) = C1 è ϕ(2)(x) = C2,
êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè ñîîòâåòñòâóþùåãî óðàâíåíèÿ õàðàêòåðèñòèê

a(x)(dx2)
2 − 2b(x)dx1dx2 + c(x)(dx1)

2 = 0. (4)

Ê óðàâíåíèþ (1) ïðèñîåäèíèì óñëîâèÿ Äèðèõëå

u(x)|γ(1) = ψ(1)(x), x ∈ γ(1), (5)

u(x)|γ(2) = ψ(2)(x), x ∈ γ(2), (6)

êîòîðûå çàäàþòñÿ íà õàðàêòåðèñòèêàõ

γ(1) = {x | ϕ(1)(x) = C
(0)
1

}
è γ(2) = {x | ϕ(2)(x) = C

(0)
2 },

êîòîðûå ïåðåñåêàþòñÿ â íåêîòîðîé òî÷êå M(0) = (x
(0)
1 , x

(0)
2 ).

Îïðåäåëåíèå 1. Ôóíêöèþ u èç êëàññà C2(R2) íàçîâåì êëàññè÷åñêèì ðåøåíèåì
çàäà÷è (1), (5), (6), åñëè îíà óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (1) è óñëîâèÿì (5), (6).

2. Îñíîâíîé ðåçóëüòàò.
Òåîðåìà. Ïóñòü ôóíêöèè a, b, c, L(1), ψ(j) ∈ C2(R2), j = 1, 2, f ∈ C1(R2). Ïðè

óêàçàííûõ óñëîâèÿõ ãëàäêîñòè çàäàííûõ ôóíêöèé a, b, c, L(1), ψ(j) (j = 1, 2) è f ñó-
ùåñòâóåò åäèíñòâåííîå êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå u ∈ C2(R2) çàäà÷è (1), (5), (6) òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå ñîãëàñîâàíèÿ

ψ(1)(x(0)) = ψ(2)(x(0)).

Ëèòåðàòóðà
1. Êîðçþê Â.È. Óðàâíåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè. Ì.: Ëåíàíä, 2021.
2. Êîðçþê Â.È., Êîâíàöêàÿ Î.À., Ñåðèêîâ Â.Ï. Çàäà÷è äëÿ îäíîìåðíîãî âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ ñ

óñëîâèÿìè íà õàðàêòåðèñòèêàõ è íåõàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ëèíèÿõ // Òðóäû Èíñòèòóòà ìàòåìàòèêè.
2021. Ò. 29. � 1�2. Ñ. 106�112.

ÇÀÄÀ×À ÑÎ ÑÌÅØÀÍÍÛÌÈ ÓÑËÎÂÈßÌÈ
ÄËß ÃÈÏÅÐÁÎËÈ×ÅÑÊÎÉ ÑÈÑÒÅÌÛ
Ñ ÊÐÀÒÍÛÌÈ ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÀÌÈ

À.Í. Ìèðîíîâ, À.Ï. Âîëêîâ

Ñèñòåìû óðàâíåíèé ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà èññëåäîâàëèñü ìíîãèìè àâòîðàìè
(ñì., íàïðèìåð [1-3] è ëèòåðàòóðó ïðè ýòèõ ñòàòüÿõ). Â ðàáîòå [4] ïðåäëîæåí âàðèàíò
ìåòîäà Ðèìàíà äëÿ ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ êðàòíûìè õàðàêòåðè-
ñòèêàìè, â òåðìèíàõ ìàòðèöû Ðèìàíà ïîñòðîåíû ðåøåíèÿ çàäà÷ Êîøè è Ãóðñà. Ïî-
ëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïðèìåíÿëèñü ê èññëåäîâàíèþ ãðàíè÷íûõ çàäà÷ äëÿ ãèïåðáîëè-
÷åñêèõ ñèñòåì, â òîì ÷èñëå ñ êðàòíûìè õàðàêòåðèñòèêàìè [5�9].

Çäåñü ðå÷ü èäåò î ñèñòåìå óðàâíåíèé ñ êðàòíûìè õàðàêòåðèñòèêàìè ñ äâóìÿ íåçà-
âèñèìûìè ïåðåìåííûìè

{
uxx = a1(x, y)vx + b1(x, y)u + c1(x, y)v + f1(x, y),
vyy = a2(x, y)uy + b2(x, y)u + c2(x, y)v + f2(x, y).

(1)
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Ñ÷èòàåì, ÷òî â çàìûêàíèè ðàññìàòðèâàåìîé îáëàñòè G ïëîñêîñòè (x, y) âûïîëíÿþòñÿ
âêëþ÷åíèÿ ai ∈ C2, bi, ci, fi ∈ C1, i = 1, 2. Ðåøåíèå ñèñòåìû (1) êëàññà u, v ∈ C1(G),
uxx, vyy ∈ C(G) íàçîâåì ðåãóëÿðíûì â G.

Çàäà÷à D: íàéòè â îáëàñòè D0 : 0 < y < x < T ðåãóëÿðíîå ðåøåíèå ñèñòåìû (1),
óäîâëåòâîðÿþùåå ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì

u(y, y) = ϕ1(y), (ux − a1v)(y, y) = ϕ2(y),
v(x, 0) = ψ1(x), (vy − a2u)(x, 0) = ψ2(x),

ãäå ϕ1(y), ϕ2(y), ψ1(x), ψ2(x) ∈ C1([0, T ]).

Ìåòîäîì èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé äîêàçàíû ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ðå-
øåíèÿ çàäà÷è D, ïðåäëîæåí ñïîñîá îïðåäåëåíèÿ ìàòðèöû Ðèìàíà�Àäàìàðà çàäà÷è
D (êîòîðàÿ èãðàåò çäåñü òó æå ðîëü, ÷òî è ìàòðèöà Ðèìàíà�Àäàìàðà ïðè ðåøåíèè
çàäà÷è Äàðáó [9]), îïèðàþùèéñÿ íà îïðåäåëåíèå ìàòðèöû Ðèìàíà [4�6]. Ïîñòðîåíî
ðåøåíèå çàäà÷è D â òåðìèíàõ ïðåäëîæåííîé ìàòðèöû Ðèìàíà�Àäàìàðà.
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ËÎÊÀËÜÍÎÅ ÑÓÙÅÑÒÂÎÂÀÍÈÅ ÐÅØÅÍÈß
ÄËß ÍÀ×ÀËÜÍÎ-ÊÐÀÅÂÎÉ ÇÀÄÀ×È ÄËß ÑÈÑÒÅÌÛ
ÏÎËÓËÈÍÅÉÍÛÕ ÏÀÐÀÁÎËÈ×ÅÑÊÈÕ ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ
Ñ ÍÅËÈÍÅÉÍÛÌÈ ÍÅËÎÊÀËÜÍÛÌÈ ÃÐÀÍÈ×ÍÛÌÈ

ÓÑËÎÂÈßÌÈ ÍÅÉÌÀÍÀ

À.È. Íèêèòèí, Ä.À. Áóëûíî

Ðàññìîòðèì íà÷àëüíî-êðàåâóþ çàäà÷ó äëÿ ñèñòåìû ïîëóëèíåéíûõ ïàðàáîëè÷åñêèõ
óðàâíåíèé ñ íåëèíåéíûìè íåëîêàëüíûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè Íåéìàíà:
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ut = ∆u− c1(x, t)vp, vt = ∆v − c2(x, t)uq, x ∈ Ω, t > 0,

∂u

∂ν
=

∫

Ω

φ(x, y, t)um(y, t) dy, x ∈ ∂Ω, t > 0,

∂v

∂ν
=

∫

Ω

ψ(x, y, t)vn(y, t) dy, x ∈ ∂Ω, t > 0,

u(x, 0) = u0(x), v(x, 0) = v0(x), x ∈ Ω,

(1)

ãäå p, q, m, n � ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå, Ω � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü â RN (N > 1)
ñ ãëàäêîé ãðàíèöåé ∂Ω, ν � åäèíè÷íàÿ âíåøíÿÿ íîðìàëü ê ∂Ω.

Îòíîñèòåëüíî äàííûõ çàäà÷è (1) áóäåì ïðåäïîëàãàòü ñëåäóþùåå:
ci(x, t) ∈ Cα

loc

(
Ω̄× [0, +∞)

)
, 0 < α < 1, ci(x, t) > 0, i = 1, 2;

φ(x, y, t) ∈ C
(
∂Ω× Ω̄× [0, +∞)

)
, φ(x, y, t) > 0;

ψ(x, y, t) ∈ C
(
∂Ω× Ω̄× [0, +∞)

)
, ψ(x, y, t) > 0;

u0(x), v0(x) ∈ C1(Ω̄), u0(x) > 0, v0(x) > 0 â Ω;

∂u0(x)

∂ν
=

∫

Ω

φ(x, y, 0)um
0 (y) dy,

∂v0(x)

∂ν
=

∫

Ω

ψ(x, y, 0)vn
0 (y) dy íà ∂Ω.

Ïóñòü QT = Ω×(0, T ). Äëÿ äàííîé çàäà÷è áûëî äîêàçàíî ëîêàëüíîå ñóùåñòâîâàíèå
ðåøåíèÿ.

Òåîðåìà. Äëÿ ìàëûõ çíà÷åíèé T çàäà÷à (1) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå â QT .

Ëèòåðàòóðà
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ÐÀÇÐÅØÈÌÎÑÒÜ ÎÄÍÎÉ ÎÁÐÀÒÍÎÉ ÇÀÄÀ×È
ÄËß ÓÐÀÂÍÅÍÈß ÑÌÅØÀÍÍÎÃÎ ÒÈÏÀ

Ñ ÍÅËÎÊÀËÜÍÛÌÈ ÓÑËÎÂÈßÌÈ

Æ.À. Îòàðîâà, À.Á. Áåêèåâ
Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ îáðàòíàÿ çàäà÷à äëÿ óðàâíåíèÿ ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà

ñìåøàííîãî òèïà ñ íåëîêàëüíûìè óñëîâèÿìè.
Â îáëàñòè Ω =

{
(x, t) : 0 < x < 1, −α < t < β

}
ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

Lu ≡ uxxxx (x, t)− sgn t utt (x, t) = f (x).

Çàäà÷à 1.Íàéòè â îáëàñòè Ω ôóíêöèè u (x, t), f (x), óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì:

u (x, t) ∈ C2, 1
x, t

(
Ω̄

) ∩ C4,2
x,t (Ω+ ∪ Ω−) ,

Lu (x, t) ≡ f (x) , (x, t) ∈ Ω+ ∪ Ω−,

u (0, t) = 0, ux (0, t) = ux (1, t) , uxx (1, t) = 0, uxxx (0, t) = uxxx (1, t) , −α 6 t 6 β,

u (x, β) = ϕ (x) , 0 6 x 6 1,

u (x, −α) = η (x) , ut (x,−α) = ξ (x) , 0 6 x 6 1,
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ãäå Ω+ = Ω∩{t > 0}, Ω− = Ω∩{t < 0} è ϕ (x) , ψ (x) , η (x) , ξ (x) � çàäàííûå ãëàäêèå
ôóíêöèè.

Òàêèå íåëîêàëüíûå îáðàòíûå çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà èññëåäîâàíû
â ðàáîòàõ Ê.Á. Ñàáèòîâà [1�4], Í.Â. Ìàðòåìüÿíîâà [1], Ñ.Í. Ñèäîðîâà [5].

Ñèñòåìà ôóíêöèé

X0 (x) = 2x, X(1)
n (x) = 2 sin λnx, X(2)

n (x) =
eλnx − eλn(1−x)

eλn − 1
+cos λnx (1)

è áèîðòîãîíàëüíàÿ ñ íåé ñèñòåìà ôóíêöèé

Y0 (x)=1, Y (1)
n (x)=

eλnx+eλn(1−x)

eλn−1
+sin λnx, Y (2)

n (x)=2 cos λnx, λn =2πn, n=1, 2, ...,

îáðàçóþò áàçèñ Ðèññà â L2 (0, 1) [6].
Èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ
Òåîðåìà. Åñëè ôóíêöèè ϕ (x) , η (x) , ψ (x) , ξ (x) óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì óñëî-

âèÿì:

ϕ (x) , η (x)∈C(5) [0, 1] , ϕ (0) = η (0) = 0, ϕ′ (0) = ϕ′ (1) , η′ (0) = η′ (1) ,

ϕ′′ (1) = 0, η′′ (1) = 0, ϕ′′′ (0) = ϕ′′′ (1) , η′′′ (0) = η′′′ (1) , ϕ(4) (0) = η(4) (0) = 0,

ξ (x) , ψ (x)∈C(3) [0, 1] , ξ (0) = ψ (0) = 0, ξ′ (0) = ξ′ (1) ,

ψ′ (0) = ψ′ (1) , ξ′′ (1) = 0, ψ′′ (1) = 0

è äëÿ ëþáîãî n ∈ N âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî
(
1− cos λ2

nβ
)
sh λ2

nα +
(
ch λ2

nα− 1
)
sin λ2

nβ 6= 0,

òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåãóëÿðíîå ðåøåíèå çàäà÷è 1.
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû óñòàíàâëèâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ðàçëîæåíèÿ â ðÿä (1) ðåøå-

íèÿ u (x, t).
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Î ÍÅÓÑÒÎÉ×ÈÂÛÕ ÑÎÑÒÎßÍÈßÕ ÐÀÂÍÎÂÅÑÈß
2−D ÌÎÄÅËÈ ÁÐÎÓÄÂÅËËÀ

Å.Â. Ðàäêåâè÷, Î.À. Âàñèëüåâà, Ï.À. Çàõàð÷åíêî

Êèíåòè÷åñêàÿ òåîðèÿ ðàññìàòðèâàåò ãàç êàê ñîâîêóïíîñòü ãðîìàäíîãî ÷èñëà õàî-
òè÷åñêè äâèæóùèõñÿ ÷àñòèö òåì èëè èíûì îáðàçîì âçàèìîäåéñòâóþùèõ ìåæäó ñîáîé
[2, 3]. Â ðåçóëüòàòå òàêèõ âçàèìîäåéñòâèé ÷àñòèöû îáìåíèâàþòñÿ èìïóëüñàìè, ýíåðãè-
åé. Âçàèìîäåéñòâèå ìîæåò îñóùåñòâëÿòüñÿ ïóòåì ïðÿìîãî ñòîëêíîâåíèÿ ÷àñòèö èëè
ïðè ïîìîùè òåõ èëè èíûõ ñèë. Äëÿ ïîÿñíåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ñõåìû, îïèñûâàþùåé
ïîäîáíûå ÿâëåíèÿ, â [2] ðàññìàòðèâàþòñÿ òàê íàçûâàåìûå äèñêðåòíûå ìîäåëè êèíå-
òè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ Áîëüöìàíà è ïðèâîäèòñÿ ôåíîìåíîëîãè÷åñêèé âûâîä óðàâíåíèÿ
Áîëüöìàíà äëÿ ãàçîâîé ìîäåëè ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì ðàçëè÷íûõ ñêîðîñòåé ÷àñòèö è
êîíå÷íûì ÷èñëîì ðàçíûõ âçàèìîäåéñòâèé (ìîäåëè òèïà Áðîóäâåëëà [1]).

Äâóìåðíàÿ ìîäåëü Áðîóäâåëëà

∂tn1 + c∂xn1 =
1

ε
(n3n4 − n1n2),

∂tn2 − c∂xn2 =
1

ε
(n3n4 − n1n2),

∂tn3 + c∂yn3 =
1

ε
(n1n2 − n3n4),

∂tn4 − c∂yn4 =
1

ε
(n1n2 − n3n4)

(ñì. òàê æå [9]) îòíîñèòñÿ ê êëàññó íåèíòåãðèðóåìûõ óðàâíåíèé. Ñèñòåìà (1) ÿâëÿåò-
ñÿ êèíåòè÷åñêèì óðàâíåíèåì Áîëüöìàíà ìîäåëüíîãî äâóìåðíîãî ãàçà [1] ÷àñòèö äâè-
æóùèõñÿ íà äâóìåðíîé ïëîñêîñòè, ñêîðîñòè êîòîðûõ

(
(c, 0), (−c, 0), (0, c), (0,−c)

)
áó-

äåìïðåäïîëàãàòü íàïðàâëåííûìè âäîëü êîîðäèíàòíûõ îñåé. Çäåñün1(x, y, t), n2(x, y, t),
n3(x, y, t), n4(x, y, t) � ïëîòíîñòü(÷èñëî ÷àñòèö íà åäèíèöó ïëîùàäè) ÷àñòèö ñîîòâåò-
ñòâóþùèõ ÷åòûðåõ ãðóïï. Âñå ÷àñòèöû ðàñïðåäåëåíû ïî ÷åòûðåì ãðóïïàì ñî ñêîðî-
ñòÿìè (c, 0), (−c, 0), (0, c), (0,−c), îáìåíèâàþòñÿ ñêîðîñòÿìè � I+II = II+I, ïåðåõî-
äÿ â ÷àñòèöû òðåòüåé è ÷åòâåðòîé ãðóïï (I + II = III + IV ). Àíàëîãè÷íî
III + IV = IV + III èëè III + IV = I + II, I + III = III + I, I + IV = IV + I,
II + III = III + II, II + IV = IV + II. Èçìåíåíèå ÷èñëà ÷àñòèö â ãðóïïàõ ìîæåò
ïðîèñõîäèòü òîëüêî â ðåçóëüòàòå ðåàêöèé:

I + II = III + IV, III + IV = I + II.

Êàê ïîêàçàíî â [2], ni > 0, i = 1, . . . , 4, åñëè íà÷àëüíûå óñëîâèÿ n0
i > 0, i = 1, . . . , 4.

Çäåñü âûïîëíåíû óðàâíåíèå íåðàçðûâíîñòè è óðàâíåíèÿ ñîõðàíåíèÿ èìïóëüñà.
Ýòà ñèñòåìà îáíàðóæèâàåò íåðåãóëÿðíîå ïîâåäåíèå ðåøåíèé( ÷èñëåííûì ýêñïåðè-

ìåíòîì óñòàíàâëèâàåò íåóñòîé÷èâîñòü ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèé â ëèíåéíîì ïðèáëèæå-
íèè ïðè íåêîòîðûõ çíà÷åíèÿõ âíóòðåííèõ ïàðàìåòðîâ). Íàøà çàäà÷à � óñòàíîâèòü ýòî
àíàëèòè÷åñêè.

Ìû ðàññìîòðèì ìàëûå ïåðèîäè÷åñêèå âîçìóùåíèÿ ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ

n1 = ne
1 + ε2

√
ne

1 u, n2 = ne
2 + ε2

√
ne

2 v, n3 = ne
3 + ε2

√
ne

3 w, n4 = ne
4 + ε2

√
ne

4 z.
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Äîêàæåì, ÷òî ïîëîæèòåëüíûå ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ (ne
1, n

e
2, n

e
3, n

e
4), ne

j > 0, ne
1n

e
2 =

= ne
3n

e
4 ïðè óñëîâèè ne

3 > ne
1, ne

4 > ne
1 ÿâëÿþòñÿ ñåäëàìè. Óñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèå

îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè ¾êðåñòà¿

u0
k,−k +

z
1/2
e

u
1/2
e

z0
k,−k = v0

k, k +
z

1/2
e

v
1/2
e

z0
k, k = 0

íà êîýôôèöèåíòû Ôóðüå íà÷àëüíîãî âîçìóùåíèÿ (u0, v0, w0, z0). Ïðè äîñòàòî÷íî ãëàä-
êèõ íà÷àëüíûõ äàííûõ ñòàáèëèçàöèÿ âäîëü óñòîé÷èâîãî ìíîãîîáðàçèÿ � ýêñïîíåí-
öèàëüíàÿ, ò.å. ñóøåñòâóåò γ = O(ε) > 0 òàêîå, ÷òî

sup
Q

(|u|+ |v|+ |w|+ |z|)(t) 6 Ce−γt,

ãäå Q � ÿ÷åéêà ïåðèîäè÷íîñòè.
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Î ÊÐÀÅÂÎÉ ÇÀÄÀ×Å ÄËß ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÎÃÎ ÓÐÀÂÍÅÍÈß
Ñ ×ÀÑÒÍÎÉ ÄÐÎÁÍÎÉ ÏÐÎÈÇÂÎÄÍÎÉ ÐÈÌÀÍÀ-ËÈÓÂÈËËß

Ì.Õ. Ðóçèåâ, Ã.Á. Ðàõèìîâà

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ âòîðîãî ïîðÿäêà




uxx −Dγ
0+, yu = 0, 0 < γ < 1, y > 0,

−(−y)muxx + uyy +
α0

(−y)1−m
2

ux +
β0

y
uy = 0, y < 0,

(1)

ãäå Dγ
0+, y � ÷àñòíàÿ äðîáíàÿ ïðîèçâîäíàÿ Ðèìàíà-Ëèóâèëëÿ ïîðÿäêà γ (0 < γ < 1)

îò ôóíêöèè u(x, y) ïî âòîðîé ïåðåìåííîé [1, ñ. 34] â îáëàñòè D, êîòîðàÿ ïðåäñòàâ-
ëÿåò ñîáîé îáúåäèíåíèå âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè D+ =

{
(x, y) :−∞ < x < ∞, y > 0

}



Óðàâíåíèÿ ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè 23

è îáëàñòè D−, ëåæàùåé â íèæíåé ïîëóïëîñêîñòè (y < 0) è îãðàíè÷åííîé õàðàêòåðè-
ñòèêàìè

OC : x− 2

m + 2
(−y)

m+2
2 = 0, BC : x +

2

m + 2
(−y)

m+2
2 = 1

è îòðåçêîì [0,1] ïðÿìîé y = 0. Â (1) m, α0, β0 � íåêîòîðûå äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà,
óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì

m > 0, |α0| < m + 2

2
, 1 < β0 <

m + 4

2
.

Çàäà÷à. Íàéòè â îáëàñòè D ôóíêöèþ u(x, y), êîòîðàÿ:
1) u(x, y) ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè (x2 + y2) →∞;
2) óäîâëåòâîðÿåò êðàåâûì óñëîâèÿì

y1−γu|y=0 = 0, (−∞ < x 6 0, 1 6 x < ∞),

u|OC = ψ(x), x ∈ [0, 1/2],

à òàêæå óñëîâèÿì ñîïðÿæåíèÿ

lim
y→+0

y1−γu(x, y) = lim
y→−0

(−y)β0−1u(x, y), x ∈ Ī = [0, 1],

lim
y→+0

y1−γ
(
y1−γu(x, y)

)
y

= lim
y→−0

(−y)2−β0
(
(−y)β0−1u(x, y)

)
y
, x ∈ I = (0, 1),

ãäå ψ(x) � çàäàííàÿ ôóíêöèÿ, ψ(0) = 0.
Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå u(x, y) ïîñòàâëåííîé çàäà÷è â êëàññå äâàæäû äèôôåðåí-

öèðóåìûõ ôóíêöèé â îáëàñòè D òàêèõ, ÷òî

y1−γu ∈ C(D̄+), u(x, y) ∈ C
(
D̄− \OB

)
,

y1−γ(y1−γu)y ∈ C
(
D+ ∪ {

(x, y) : 0 < x < 1, y = 0
})

,

uxx ∈ C(D+ ∪D−), uyy ∈ C(D−).

Äîêàçàíà îäíîçíà÷íàÿ ðàçðåøèìîñòü èññëåäóåìîé çàäà÷è.
Îòìåòèì, ÷òî êðàåâûå çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ (1) â ñëó÷àå êîãäà α0 = 0, β0 = 0

èññëåäîâàíû â ðàáîòàõ [2, 3]. Êðàåâàÿ çàäà÷à ñî ñìåùåíèåì äëÿ óðàâíåíèÿ (1) ïðè
−m/2 < β0 < 1 â îáëàñòè D èçó÷åíà â [4].

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ãðàíòà Ô-ÔÀ-2021-424 Ìèíèñòåð-
ñòâà èííîâàöèîííîãî ðàçâèòèÿ Ðåñïóáëèêè Óçáåêèñòàí.
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ÒÅÎÐÅÌÀ ÊÎÐÐÅÊÒÍÎÑÒÈ ÍÀ×ÀËÜÍÎ-ÊÐÀÅÂÎÉ ÇÀÄÀ×È
ÄËß ÎÁÙÅÃÎ ÓÐÀÂÍÅÍÈß ÊÎËÅÁÀÍÈÉ ÑÒÐÓÍÛ
ÍÀ ÏÎËÓÏÐßÌÎÉ ÏÐÈ ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈ×ÅÑÊÈÕ

ÂÒÎÐÛÕ ÏÐÎÈÇÂÎÄÍÛÕ ÍÀ ÃÐÀÍÈÖÅ

Ê.À. Ñïåñèâöåâà, Ô.Å. Ëîìîâöåâ

Íàéäåíû ðåøåíèå è óñëîâèÿ êîððåêòíîñòè ñìåøàííîé çàäà÷è:

utt(x, t)+(a1−a2) uxt(x, t)−a1a2uxx(x, t)=f(x, t), (x, t)∈Ġ∞=(0, +∞)×(0, +∞), (1)

u(x, t)|t=0 = ϕ(x), ut(x, t)|t=0 = ψ(x), x > 0, (2)[
ζ(t)utt + ξ(t)uxt + θ(t)uxx + α(t)ut + β(t)ux + γ(t)u

]|x=0 = µ(t), t > 0, (3)

ãäå a1 > 0, a2 > 0, b1, b2 ∈ R, f, ϕ, ψ, µ � çàäàííûå ôóíêöèè. Ïóñòü Ck(Ω) � ìíî-
æåñòâî k ðàç íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûõ âåùåñòâåííûõ ôóíêöèé íà ïîäìíîæå-
ñòâå Ω ⊂ R2. Ïåðâàÿ ÷åòâåðòü ïëîñêîñòè G∞ = [0,∞[×[0,∞[ äåëèòñÿ êðèòè÷åñêîé
õàðàêòåðèñòèêîé x = a1t íà äâà ìíîæåñòâà G− = {(x, t) ∈ G∞ : x > a1t, t > 0} è
G+ = {(x, t) ∈ G∞ :x 6 a1t, x > 0}.

Îïðåäåëåíèå 1.Ôóíêöèÿ u ∈ Cn(G∞), G∞ = [0, +∞)×[0, +∞), íàçûâàåòñÿ ãëàä-
êèì ðåøåíèåì çàäà÷è (1)�(3), åñëè îíà óäîâëåòâîðÿåò (1) íà Ġ∞ â îáû÷íîì ñìûñëå,
à (2) è (3) � â ñìûñëå ïðåäåëîâ îò u(ẋ, ṫ) â òî÷êàõ (ẋ, ṫ) ∈ Ġ∞ ïðè ẋ → x, ṫ → t äëÿ
ãðàíè÷íûõ òî÷åê (x, t).

Â [1] âûâåäåíà êðèòåðèàëüíîñòü óñëîâèé ñîãëàñîâàíèÿ (3) ñ (2) è (1) äëÿ çàäà÷è
(1)�(3):

Yk+1 ≡
k∑

i=0

k!

i! (k − i)!

{
Si,k + α(k−i)(0)Ai + β(k−i)(0)Bi+

+
[
ηiα

(k−i)(0) + ηi−1β
(k−i)(0)

]
ϕ(i+1)(0) +

[
ρiα

(k−i)(0) + ρi−1β
(k−i)(0)

]
ψ(i)(0)+

+γ(k−i)(0)
[
Di + ηi−1ϕ

(i)(0) + ρi−1ψ
(i−1)(0)

]}
= µ(k)(0), (4)

Si, k = ζ(k−i)(0)

{
f (0,i)(0, 0) + (a2 − a1)Zi+

+(a2 − a1)a
i
2[a1ϕ

(i+2)(0) + ψ(i+1)(0)]

}
+ ξ(k−i)(0)

{
Ξi + ai

2

[
a1ϕ

(i+2)(0) + ψ(i+1)(0)
]}

,

i ∈ [0, k] , k ∈ [0, n− 1] , n > 2, f (i,j) =
∂i+jf

∂xi∂tj
,

ãäå

Ai =
i∑

s=1

ρs−1f
(s−1,i−s)(0, 0), i > 1, A0 =0; Bi =

i−1∑
s=1

ρs−1f
(s,i−s−1)(0, 0), B0 =B1 =0,

Di =
i−1∑
s=1

ρs−1f
(s−1,i−s−1)(0, 0), i > 2, D0 =D1 =0;

Zi =
i∑

s=1

as−1
2 f (s,i−s)(0, 0), i > 1, Z0 =0; Ξi =

i∑
s=1

as−1
2 f (s,i−s)(0, 0), i > 1, Ξ0 =0;
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ρj =

j∑

k=1

(−1)2j−kak
1a

n−k
2 , ηj =a1a2

j∑

k=1

(−1)2j−kak
1a

n−k−1
2 .

Ñóììà Sn−1,n−1 èç (4) ñîäåðæèò÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïîðÿäêà n−1 îò f ∈Cn−1(G∞):

Kn(x) ≡
{

(a2 − a1)ζ(0) + ξ(0)
}(

n−1∑
s=1

as−1
2 f (s,n−s−1)(x, 0)

)
+ ζ(0)f (0,n−1)(x, 0). (5)

Îïðåäåëåíèå 2. ×èñëà Kn(0) èç (5) ïðè f(x, t) = f0(x, t) è x = 0 íàçûâàþòñÿ
êðèòåðèàëüíûìè çíà÷åíèÿìè ïðîèçâîäíûõ îò f ïîðÿäêà n − 1 â (4) ïðè q = n è
öåëûõ n > 2 äëÿ ïðåäåëîâ f0(x, t) = limm→∞ fm(x, t) ôóíêöèé fm(x, t) ∈ Cn(G∞)
ïî íîðìå ñîîòâåòñòâóþùåãî áàíàõîâà ïðîñòðàíñòâà ôóíêöèé f0(x, t) ∈ Cn−2(G∞),
óäîâëåòâîðÿþùèõ (7), (8) è

θ(t)
∂

∂t





a1 − a2

a1

∂

∂t




t∫

0

f(a2(t− τ), τ)dτ


− f(0, t)



 +

+a2ξ(t)
∂2

∂t2




t∫

0

f(a2(t− τ), τ)dτ


∈Cn−2(R+). (6)

Èñïîëüçóåì ÷àñòíûå êëàññè÷åñêèå ðåøåíèÿ íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (1) íà Ġ∞
èç [2]:

Fi(x, t)=
1

a1+a2

[ ti(x)∫

0

x+a2(t−τ)∫

xi(t,τ)

f(s, τ)dsdτ+

t∫

ti(x)

x+a2(t−τ)∫

x−a1(t−τ)

f(s, τ)dsdτ

]
, ti(x)=(−1)i

(
t− x

a1

)
,

ãäå xi(t, τ) =
[
1− (−1)i ((a2/a1) + 1)

]
(x − a1t) − a2τ , i = 1, 2 . Êðîìå òîãî, ââåäåì

îáîçíà÷åíèÿ

Γ(t) = [ζ(t)utt + ξ(t)uxt + θ(t)uxx + α(t)ut + β(t)ux + γ(t)u]|x=0 ,

L(y) =
1

a1 + a2


a1ϕ(y) + a2ϕ(0) +

y∫

0

ψ(s)ds


, M(t) = Γ(t) [L(x + a2t) + F2(x, t)].

Òåîðåìà. Ïóñòü â (3) êîýôôèöèåíòû ζ, ξ, θ, α, β, γ ∈ Cm−1(R+), íåõàðàêòå-
ðèñòè÷åñêèå ïåðâûå êîñûå ïðîèçâîäíûå, ò.å. a1α(t) 6= β(t) , t ∈ R+, è õàðàêòåðè-
ñòè÷åñêèå âòîðûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå [2], ò.å. a2

1ζ(t) − a1ξ(t) + θ(t) ≡ 0 , t ∈ R+.
Òîãäà çàäà÷à (1)�(3) íà Ġ∞ èìååò åäèíñòâåííîå è óñòîé÷èâîå ïî ϕ, ψ, µ, f ãëàä-
êîå ðåøåíèå u ∈ Cn(G∞), n > 2, äëÿ òåõ è òîëüêî òåõ ϕ, ψ, µ, f, äëÿ êîòîðûõ
ϕ, µ ∈ Cn(R+), ψ ∈ Cn−1(R+), f ∈ Cn−2(G∞),

t∫

0

f(x + a2(t− τ), τ)dτ ∈Cn−1(G∞), (7)
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[
1−(−1)i(a2/a1+1)

]ti(x)∫

0

f
(
xi(t, τ), τ

)
dτ+

t∫

ti(x)

f
(
x−a1(t−τ), τ

)
dτ ∈Cn−1(G∞), i = 1, 2, (8)

[
(a2 − a1)ζ(t) + ξ(t)

]
ϕ(n+1)(a2t),

[
(a2 − a1)ζ(t) + ξ(t)

]
ψ(n)(a2t)∈C(R+),

è âåðíû óñëîâèÿ ñîãëàñîâàíèÿ (4) ïðè n > 2 c êðèòåðèàëüíûìè çíà÷åíèÿìè Kn(0)
ñóììû ñòàðøèõ ïðîèçâîäíûõ ïîðÿäêà n − 1 îò f ∈ Cn−2(G∞), óäîâëåòâîðÿþùåé
òðåáîâàíèÿì ãëàäêîñòè (6)�(8). Ãëàäêèì ðåøåíèåì u ∈ Cn(G∞) çàäà÷è (1)�(3) íà
Ġ∞ ñëóæèò ôóíêöèÿ:

u−(x, t)=
1

a1+a2

[
a1ϕ(x+a2t)+a2ϕ(x−a1t)+

x+a2t∫

x−a1t

ψ(s)ds+

t∫

0

x+a2(t−τ)∫

x−a1(t−τ)

f(s, τ)dsdτ

]
, (x, t)∈G−,

u+(x, t) =
1

a1 + a2


a1ϕ(x + a2t) + a2ϕ(0) +

x+a2t∫

0

ψ(s) ds


+

+ a1

t2(x)∫

0

e
a1

ρR
t2 (x)

γ(ν)
a1α(ν)−β(ν)

dν µ(ρ)−M(ρ)

a1α(ρ)− β(ρ)
dρ + F2(x, t), (x, t)∈G+.

Ýòà ðàáîòà âåä¼òñÿ â ðàìêàõ ïðîåêòà ÍÈÐ 1.2.02.3 ÃÏÍÈ ¾Êîíâåðãåíöèÿ-2025¿.
Ëèòåðàòóðà
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ÐÅØÅÍÈÅ ÍÀ×ÀËÜÍÎ-ÊÐÀÅÂÎÉ ÇÀÄÀ×È
ÄËß ÃÈÏÅÐÁÎËÈ×ÅÑÊÎÃÎ ÓÐÀÂÍÅÍÈß

ÑÎ ÑÌÅØÀÍÍÎÉ ÑÒÀÐØÅÉ ÏÐÎÈÇÂÎÄÍÎÉ

Â.È. Óñêîâ, À.Ã. Ïàíòåëååâà

Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à:

∂2u

∂x∂t
= a

∂u

∂x
+ b

∂u

∂t
+ cu(x, t) + f(x, t), (1)

u(x, 0) = g(x), u(0, t) = h(t)
(
g(0) = h(0)

)
, (2)

ãäå a, b, c � çàäàííûå ïîñòîÿííûå, f, g, h � çàäàííûå äîñòàòî÷íî ãëàäêèå ôóíêöèè;
(x, t) ∈ Π = [0, xk]× [0, tk].

Óðàâíåíèÿìè â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ âòîðîãî ïîðÿäêà îïèñûâàþòñÿ ÿâëåíèÿ â
êâàíòîâîé ýêîíîìèêå [1], ïðîöåññû ñîðáöèè è äåñîðáöèè ãàçîâ, ïðîöåññû ñóøêè [2] è ò.ä.
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Ïîä ðåøåíèåì çàäà÷è (1), (2) ïîäðàçóìåâàåòñÿ ôóíêöèÿ u(x, t), äèôôåðåíöèðóå-
ìàÿ ïî x ïðè êàæäîì t ∈ [0, tk], äèôôåðåíöèðóåìàÿ ïî t ïðè êàæäîì x ∈ [0, xk],
ñî âñåìè âõîäÿùèìè â óðàâíåíèå (1) íåïðåðûâíûìè â Π ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè è
óäîâëåòâîðÿþùàÿ (1), (2) íà Π.

Íàì ïîíàäîáÿòñÿ ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.
Ëåììà 1. Åñëè ëèíåéíûå îïåðàòîðû A, B êîììóòèðóþò ïî óìíîæåíèþ, òî

ñïðàâåäëèâ àíàëîã áèíîìà Íüþòîíà

(A + B)k =
k∑

i=0

Ci
kA

k−iBi, k = 0, 1, 2, . . . ,

ãäå Ci
k = k!

i!(k−i)!
.

Ëåììà 1 äîêàçûâàåòñÿ ìåòîäîì ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè.
Ïðåäëîæåíèå 1. Äëÿ äîñòàòî÷íîå êîëè÷åñòâî ðàç èíòåãðèðóåìîé ôóíêöèè f(x)

ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà:
x∫

0

s0∫

0

. . .

sk−2∫

0

f(sk−1) dsk−1 dsk−2, . . . ds0 =

x∫

0

(x− s)k−1

(k − 1)!
f(s) ds, k ∈ N.

Ïðåäëîæåíèå 1 óñòàíàâëèâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ìåòîäà èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì
íåñêîëüêî ðàç.

Íà÷àëüíî-êðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ óðàâíåíèÿ (1) ñ ïåðåìåííûìè êîýôôèöèåíòàìè èçó-
÷åíà â ðàáîòå [3]. Òàì îíà ñâîäèòñÿ ðàâíîñèëüíûìè çàìåíàìè ê çàäà÷å Êîøè äëÿ
àëãåáðî-äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà ñ âûðîæäåííûì îïåðàòîð-
íûì êîýôôèöèåíòîì ïðè ïðîèçâîäíîé è äëÿ åå ðåøåíèÿ èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä äåêîì-
ïîçèöèè. Ïðèìåíèì ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû â ÷àñòíîì ñëó÷àå ïîñòîÿííûõ êîýôôèöè-
åíòîâ. Îáîçíà÷èì: I � åäèíè÷íûé îïåðàòîð,

d = ab+c, T (x) = aI+d

x∫

0

eb(x−s)(·) ds, Φ(x, t) = ebx
(
h′(t)−ah(t)

)
+

x∫

0

eb(x−s)f(s, t) ds.

Ïðåäëîæåíèå 2. Îïåðàòîðíàÿ ýêñïîíåíòà etT (x) ðàñêëàäûâàåòñÿ â ðÿä

etT (x) = I +
∞∑

k=1

tk

k!
T k(x),

ãäå

T k(x) = akI +
k∑

i=1

x∫

0

Ci
ka

k−idi

(i− 1)!
(x− s)i−1eb(x−s)(·) ds.

Îíî âûòåêàåò èç ëåììû 1 è ïðåäëîæåíèÿ 1 è ïðèìåíåíèÿ ðÿäà ÌàêËîðåíà.
Èìååò ìåñòî ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.
Òåîðåìà.Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x, t) íåïðåðûâíà â Π, h(t) � íåïðåðûâíî äèôôåðåíöè-

ðóåìàÿ ôóíêöèÿ.Òîãäà ðåøåíèå çàäà÷è (1), (2) ñóùåñòâóåò, åäèíñòâåííî è èìååòâèä

u(x, t) = etT (x)g(x) +

t∫

0

e(t−r)T (x)Φ(x, r) dr.
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Òåîðåìà âûïîëíÿåòñÿ, ïîñêîëüêó ïðè ñäåëàííûõ äîïóùåíèÿõ T � îãðàíè÷åííûé
è ñèëüíî íåïðåðûâíûé îïåðàòîð, Φ � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ.

Ïðîèëëþñòðèðóåì òåîðåìó.
Ïðèìåð 1. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó â Π äëÿ îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ

∂2u

∂x∂t
= 2

∂u

∂x
+ 3

∂u

∂t
+ 5u(x, t), (3)

u(x, 0) = ex, u(0, t) = cos t. (4)

Âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå ñîãëàñîâàíèÿ: e0 =cos 0=1. Çàïèøåì ðåøåíèå â âèäå ÷àñòè÷-
íîé ñóììû ïåðâûõ ïÿòè ñëàãàåìûõ ðÿäà. Âû÷èñëåíèÿ ïðèâîäÿò ê ðåøåíèþ çàäà-
÷è (3), (4)

u(x, t) ≈
4∑

k=0

tk

k!
gk(x),

ãäå
g0(x) = g(x) = ex, g1(x) = −7

2
ex +

11

2
e3x,

g2(x) =
49

4
ex − 33

4
e3x +

121

2
xe3x, g3(x) = −343

8
ex +

407

8
e3x +

121

4
xe3x +

1331

4
x2e3x,

g4(x) =
2401

16
ex − 2145

16
e3x +

4961

8
xe3x +

6655

8
x2e3x +

14641

12
x3e3x.

Ïðèìåð 2. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó â Π äëÿ íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ

∂2u

∂x∂t
= −∂u

∂x
+ 2

∂u

∂t
+ 2u(x, t)− 3ex+t, (5)

u(x, 0) = 0, u(0, t) = sin t. (6)

Âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå ñîãëàñîâàíèÿ: 0 = sin 0 = 0.
Òàê êàê d = −1 · 2 + 2 = 0, òî ðåøåíèå ìîæíî çàïèñàòü â âèäå ýëåìåíòàðíîé

ôóíêöèè. Âû÷èñëåíèÿ ïðèâîäÿò ê ðåøåíèþ çàäà÷è (5), (6)

u(x, t) = e2x sin t− 3(e2x − ex) sh t.
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ÃËÎÁÀËÜÍÀß ÒÅÎÐÅÌÀ ÊÎÐÐÅÊÒÍÎÑÒÈ
ÑÌÅØÀÍÍÎÉ ÇÀÄÀ×È ÄËß ÃËÀÄÊÈÕ ÐÅØÅÍÈÉ

ÂÎËÍÎÂÎÃÎ ÓÐÀÂÍÅÍÈß ÍÀ ÏÎËÓÏÐßÌÎÉ
ÏÐÈ ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈ×ÅÑÊÎÉ ÏÅÐÂÎÉ ÊÎÑÎÉ ÏÐÎÈÇÂÎÄÍÎÉ

Å.Â. Óñòèëêî, Ô.Å. Ëîìîâöåâ

Â ïåðâîé ÷åòâåðòè ïëîñêîñòè Ġ∞ ðåøàåòñÿ ñìåøàííàÿ çàäà÷à

(∂t − a2∂x + b2)(∂t + a1∂x + b1)u(x, t) = f(x, t), (x, t) ∈ Ġ∞ = (0, +∞)× (0, +∞), (1)

u(x, t)|t=0 = ϕ(x), ∂tu(x, t)|t=0 = ψ(x), x > 0, (2)

[α(t)∂tu(x, t) + β(t)∂xu(x, t) + γ(t)u(x, t)]|x=0 = µ(t), t > 0, (3)

ãäå êîýôôèöèåíòû α, β, γ � çàäàííûå ôóíêöèè ïåðåìåííîé t; f, ϕ, ψ, µ � çàäàí-
íûå ôóíêöèè ñâîèõ ïåðåìåííûõ x, t èïîñòîÿííûå a1 > 0 , a2 > 0 , b1, b2 ∈ (−∞, +∞).

Ìíîæåñòâî G∞ = [0, +∞)× [0, +∞) ðàçáèâàåòñÿ õàðàêòåðèñòèêîé x = a1t íà äâà
ìíîæåñòâà G− = {(x, t) ∈ G∞ : x > a1t > 0} è G+ = {(x, t) ∈ G∞ : 0 6 x 6 a1t} .

Äëÿ çàäà÷è (1)�(3) âûâåäåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ñîãëàñîâàíèÿ ãðàíè÷íîãî ðåæè-
ìà (3) ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè (2) è óðàâíåíèåì (1) (â [1] äëÿ m = 2 , â [2] äëÿ
b1 = b2 = 0 ): 〈

α(q)(0)[ψ(0) + a1ϕ
′(0)]+

+ϕ(0)γ(q)(0)
〉

+ q
{

α(q−1)(0)
〈
a2[−B(Aϕ(0) + ψ(0)) + Aϕ′(0) + ψ′(0)+

+a1(B
2ϕ(0)− 2Bϕ′(0)+ϕ′′(0))]+f(0, 0)

〉
+

(
γ(q−1)(0)−b1α

(q−1)(0)
)(

Aϕ(0) + ψ(0)
)}

+

+

q∑
i=2

Ci
q

{
α(q−i)(0)

〈
ai

2

[
i∑

s=0

Cs
i (−B)i−s

((
A− (i + 1) a1B

i− s + 1

)
ϕ(s)(0)+ψ(s)(0)

)
+a1ϕ

(i+1)(0)

]
+

+
i−1∑
j=0

aj
2

j∑
p=0

i−j−1∑
s=0

Cp
j C

s
i−j−1A

i−j−s−1(−B)j−pf (p,s)(0, 0)

〉
+ (γ(q−i)(0)− b1α

(q−i)(0))×

×
〈
a2

ai−1
2 − (−a1)

i−1

a1 + a2

[
i−1∑
s=0

Cs
i−1(−B)i−s−1

((
A− i a1B

i− s

)
ϕ(s)(0) + ψ(s)(0)

)
+a1ϕ

(i)(0)

]
+

+
i−2∑

k=0

ak+1
2 − (−a1)

k+1

a1 + a2

k∑
p=0

i−k−2∑
s=0

Cp
kC

s
i−k−2A

i−k−s−2(−B)k−pf (p,s)(0, 0)+

+(−a1)
i−1

i−1∑
s=0

Cs
i−1(−B)i−s−1

(
Aϕ(s)(0)+ψ(s)(0)

)
〉}

=

q∑
i=0

C i
qA

q−iµ(i)(0), q = 0, 1, ...,m, (4)

ãäå A=(a1b2 + a2b1)/(a1 + a2), B=(b2 − b1)/(a1 + a2), f (n,m)(x, t)=∂n+mf(x, t)/∂xn∂tm.
Ðàññìîòðèì ñóììó, êîòîðàÿ ïðèñóòñòâóåò â (4) ïðè q = m

Km(x) = α(0)
m−1∑
j=0

aj
2

{ j∑
p=0

i−j−1∑
s=0

Cp
j C

s
i−j−1A

i−j−s−1(−B)j−pf (p,s)(x, t)

}
|t=0 , m > 2. (5)
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Îïðåäåëåíèå 1. ×èñëà Km(0) èç (5) ïðè f(x, t) = f0(x, t) è x = 0 íàçûâàþòñÿ
êðèòåðèàëüíûìè çíà÷åíèÿìè ïðîèçâîäíûõ îò f ïîðÿäêà m − 1 â (4) ïðè q = m
è öåëûõ m > 2 äëÿ ïðåäåëîâ f0(x, t) = limn→∞ fn(x, t) ôóíêöèé fn(x, t) ∈ Cm(G∞)
ïî íîðìå ñîîòâåòñòâóþùåãî áàíàõîâà ïðîñòðàíñòâà ôóíêöèé f0(x, t) ∈ Cm−2(G∞),
óäîâëåòâîðÿþùèõ (7), (8) è

α(t)
∂m

∂tm

( t∫

0

f(a2(t− τ), τ)dτ

)
∈C(R+). (6)

Òåîðåìà. Ïóñòü â ãðàíè÷íîì ðåæèìå (3) êîýôôèöèåíòû α , β , γ ∈ Cm(R+)
è õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ïåðâàÿ êîñàÿ ïðîèçâîäíàÿ, ò.å. a1α(t) = β(t), γ(t) 6= b1α(t),
t ∈ R+ = [0, +∞). Äëÿ òîãî, ÷òîáû ñìåøàííàÿ çàäà÷à (1)�(3) íà Ġ∞ èìåëà åäèíñò-
âåííîå è óñòîé÷èâîå ïî ϕ, ψ, f, µ ãëàäêîå ðåøåíèå u ∈ Cm(G∞) íåîáõîäèìî è äî-
ñòàòî÷íî òðåáîâàíèé ãëàäêîñòè (6),

ϕ∈Cm(R+), ψ∈Cm−1(R+), f ∈Cm−2(G∞), µ∈Cm(R+).

α (t) ϕ(m+1)(a2t) , α (t) ψ(m)(a2t)∈C(R+),

t∫

0

f
(
x + a2(t− τ), τ

)
dτ ∈Cm−1(G∞), (7)

[
1−(−1)i(a2/a1+1)

] ti(x)∫

0

f
(
xi(t, τ), τ

)
dτ+

t∫

ti(x)

f
(
x−a1(t−τ), τ

)
dτ ∈Cm−1(G∞), i = 1, 2, (8)

äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèÿ ñîãëàñîâàíèÿ (4) c êðèòåðèàëüíûìè çíà÷åíèÿìèKm(0).
Ãëàäêèì ðåøåíèåì u ∈ Cm(G∞) õàðàêòåðèñòè÷åñêîé çàäà÷è (1)�(3) íà Ġ∞ ÿâëÿåòñÿ
ôóíêöèÿ:

u(x, t) =
1

a1 + a2

{
a1e−b2tϕ(x + a2t) + a2e−b1tϕ(x− a1t) +

+

x+a2t∫

x−a1t

eB(x−s)−A t[Aϕ(s) + ψ(s)] ds + eBx−At

t∫

0

x+a2(t−τ)∫

x−a1(t−τ)

eAτ−Bsf(s, τ) ds dτ

}
, (x, t) ∈ G−,

u(x, t) =
1

a1 + a2

{
a1e

−b2

(
t− x

a1

)[
e−b2x/a1ϕ(x + a2t)− e−b1x/a1ϕ

(
a2

(
t− x

a1

))]
+

+

x+a2t∫

a2t2(x)

eB(x−s)−A t [Aϕ(s) + ψ(s)] ds

}
+

e−b1x/a1

γ(t− x/a1)− b1α(t− x/a1)
×

×
{

µ(t− x/a1)− e−b2(t−x/a1)α(t− x/a1)

[
a1ϕ

′
(
a2(t− x/a1)

)
+ b1ϕ

(
a2(t− x/a1)

)
+

+ψ
(
a2(t− x/a1)

)
+

t0(x)∫

0

eb2τf(x2(t, τ), τ) dτ

]}
+
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+
eBx−At

a1 + a2

{ t2(x)∫

0

x+a2(t−τ)∫

x2(t,τ)

eAτ−Bsf(s, τ) ds dτ +

t∫

t2(x)

x+a2(t−τ)∫

x−a1(t−τ)

eAτ−Bsf(s, τ) ds dτ

}
, (x, t) ∈ G+.

ti(x) = (−1)i [t− (x/a1)] , xi(t, τ) =
[
1− (−1)i ((a2/a1) + 1)

]
(x− a1t)− a2τ.

Ýòà ðàáîòà âåä¼òñÿ â ðàìêàõ ïðîåêòà ÍÈÐ 1.2.02.3 ÃÏÍÈ "Êîíâåðãåíöèÿ-2025".
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ÝÍÅÐÃÅÒÈ×ÅÑÊÈÅ ÎÖÅÍÊÈ ÑÏÅÖÈÀËÜÍÎÃÎ ÂÈÄÀ
ÄËß ÐÅØÅÍÈÉ ÓÐÀÂÍÅÍÈß ÒÐÅÒÜÅÃÎ ÏÎÐßÄÊÀ

ÒÈÏÀ ÏÑÅÂÄÎÝËËÈÏÒÈ×ÅÑÊÈÕ

À.Ð. Õàøèìîâ

Ïóñòü x ∈ D ⊂ Rn
x, y ∈ Ω ⊂ Rm

y ={y : y1 > 0}, 0 < t < T, Q = D×Ω× (0, T ).
D � îãðàíè÷åííàÿ, à Ω � íåîãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü, ñ ãëàäêèìè ãðàíèöàìè Γ1 è Σ
ñîîòâåòñòâåííî.

Â íåîãðàíè÷åííîé îáëàñòè ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

L0lu + L1u + Mu = f(x, y, t), (1)

ãäå
lu = ut + αk(x, y, t)uxk

, L1u = bij(x, y, t)uxixj
+ bi(x, y, t)uxi

,

L0u = ut − aij(x, y, t)uxixj
+ ai(x, y, t)uxi

+ a(x, y, t)u,

L1u = cp q(x, y, t)uxpxq + bp(x, y, t)uxp + c(x, y, t)u.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êîýôôèöèåíòû ýòèõ îïåðàòîðîâ óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì

aij = aji, λ0|ξ|2 6 aijξiξj 6 λ1|ξ|2, (x, y, t) ∈ Q ∪ ∂Q, ξ ∈ Rn+m+1,

cpq = cpq, γ0|ξ|2 6 cpqξpξq 6 γ1|ξ|2, (x, y, t) ∈ Q ∪ ∂Q, ξ ∈ Rn+m+1.

Ïóñòü G = D×Ω. Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè ëþáîé ñâîåé
òî÷êè ãèïåðïîâåðõíîñòü ∂G ïðåäñòàâèìà â âèäå

xj = χ(x1, ..., xj−1, xj+1, ..., xn), yk = χ1(y1, ..., yk−1, yk+1, ..., ym)

ïðè êàêèõ-ëèáî j, k, ãäå χ è χ1 ÿâëÿþòñÿ äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûìè
ôóíêöèÿìè.

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå (1) ñ êðàåâûì óñëîâèåì

u|∂Q = 0, αkuxk
|σ2 = 0. (2)
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Çäåñü σ2 = {(x, y, t) ∈ ∂G× (0, T ) : αkνk < 0}, νk � âåêòîð âíóòðåííåé íîðìàëè ê ∂G
â òî÷êå (x, y).

Îòìåòèì, ÷òî äëÿ îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (1), (2) íàìè áûëè óñòàíîâëåíû
ýíåðãåòè÷åñêèå îöåíêè òèïà ïðèíöèïà Ñåí-Âåíàíà, ñ ïîìîùüþ êîòîðûõ ìîæíî èñ-
ñëåäîâàòü àñèìïòîòè÷åñêèå ñâîéñòâà ðåøåíèé çàäà÷è â áåñêîíå÷íî óäàëåííîé òî÷êå
ãðàíèöû (ñì. [1]). Åñëè îáëàñòü îãðàíè÷åíà, òî çàäà÷à (1), (2) áûëà èññëåäîâàíà â ðà-
áîòå [2]. Çäåñü ìû óñòàíîâèì ýíåðãåòè÷åñêèå îöåíêè ñïåöèàëüíîãî âèäà, ñ ïîìîùüþ
êîòîðûõ ìîæíî äîêàçàòü òåîðåìó î ñóùåñòâîâàíèè ðåøåíèÿ çàäà÷è â íåîãðàíè÷åí-
íîé îáëàñòè.

Ïóñòü {Qτ} � ñåìåéñòâî êîíå÷íûõ ïîäîáëàñòåé îáëàñòè Q, çàâèñÿùåå îò ïàðà-
ìåòðà τ ∈ Π = {τ : 0 6 τ 6 τ0}, τ0 6 ∞. Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî Sτ � ñâÿçíàÿ
(n + m)-ìåðíàÿ ïîâåðõíîñòü, îáëàäàþùàÿ òîé æå ãëàäêîñòüþ, ÷òî è ∂Q, à åå ãðàíè-
öà � ∂Sτ ⊂ ∂Q.

Ïîëîæèì
Γτ = ∂G ∩ ∂Gτ , σ0,τ = {(x, y, t) ∈ Γτ × (0, T ) :αkνk = 0},

σ1,τ =
{
(x, y, t) ∈ Γτ × (0, T ) :αkνk > 0

}
, σ2,τ =

{
(x, y, t) ∈ Γτ × (0, T ) :αkνk < 0

}
.

Äëÿ íåêîòîðîãî h > 0 îïðåäåëèì

σ1,h,τ =
{

(x, y, t) ∈ σ1,τ : ρ
(
(x, y, t), ∂σ1,τ

)
> h

}
, σh

1,τ = σ1,τ\σ1,h,τ .

Ïóñòü E(Qτ ) åñòü ìíîæåñòâî ôóíêöèé υ ∈ C2(Qτ ) òàêèõ, ÷òî υ = 0 íà Γ è äëÿ
íåêîòîðîãî ÷èñëà h > 0 áóäåò l0 = 0 íà σ0,τ ∪ σh

1,τ ∪ σ2,τ .
Ïóñòü H(Qτ ) � ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî, ïîëó÷åííîå ïîïîëíåíèåì E(Qτ ) ïî íîðìå

‖u‖H(Qτ ) =

{∫

Qτ

(dij
1 uxi

uxj
+ uxpuxq + u2

t + u2)dx−
∫

σ2,τ

αkνka
ijuxi

uxj

} 1
2

.

Äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà, ñ ïîìîùüþ êîòîðîé ìîæíî ïîñòðîèòü îáîáùåííîå
ðåøåíèå çàäà÷è (1), (2) â êëàññàõ ôóíêöèé, ðàñòóùèõ íà áåñêîíå÷íîñòè.

Òåîðåìà. (Àíàëîã ïðèíöèïà Ñåí-Âåíàíà). Ïóñòü

−1 6 aij
xk

+ ai + a 6 0, θ ≡ d− 1

2
dij

xixj
+

1

2
di

xi
− 1

2
cpq
ypyq

+
1

2
cp
yp
− c < 0.

Åñëè ôóíêöèÿ u(x, y, t) ÿâëÿåòñÿ îáîáùåííûì ðåøåíèåì çàäà÷è (1), (2) â îáëàñòè
Q è f(x, y, t) â Gτ0 . Òîãäà ïðè ëþáûõ 0 6 R0 6 R èìååò ìåñòî îöåíêà

∫

Ωτ(R0)

E(u)E(u) dx 6 exp [−(R−R0)]

∫

Ωτ(R)

E(u) dx.

Çäåñü
E(u) = dijuxixj

+ cpquypyq + u2
t − θu2,

dij = dji, β0|ξ|2 6 dijξiξj 6 β1|ξ|2, (x, y, t) ∈ Q ∪ ∂Q, ξ ∈ Rn+m+1.

Ëèòåðàòóðà
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Íîâîñèáèðñê, 1990.
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ÑÌÅØÀÍÍÀß ÇÀÄÀ×À ÄËß ÎÄÍÎÃÎ
ÃÈÏÅÐÁÎËÈ×ÅÑÊÎÃÎ ÓÐÀÂÍÅÍÈß ×ÅÒÂÅÐÒÎÃÎ ÏÎÐßÄÊÀ

Å.Ñ. ×åá
Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ êîððåêòíî ïîñòàâëåííàÿ ãðàíè÷íàÿ çàäà÷à äëÿ ëèíåéíî-

ãî óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöè-
åíòàìè, ñîäåðæàùåãî ìëàäøèå ïðîèçâîäíûå, â ñëó÷àå íàëè÷èÿ ó íåãî îäíîé êðàòíîé
õàðàêòåðèñòèêè. Ìåòîäîì õàðàêòåðèñòèê ïîñòðîåíî åäèíñòâåííîå êëàññè÷åñêîå ðå-
øåíèå â ÿâíîì âèäå ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé ñîãëàñîâàíèÿ íà÷àëüíûõ è ãðàíè÷íûõ
óñëîâèé.

Â ïîëóïîëîñå Q = [0,∞)× Ω ⊂ R2 îòíîñèòåëüíî ôóíêöèè
u : Q = [0,∞)× Ω 3 (t, x) → u(t, x),

ãäå Ω � çàìûêàíèå îáëàñòè Ω = (0, l), ðàññìîòðèì ãèïåðáîëè÷åñêîå óðàâíåíèå ÷åòâåð-
òîãî ïîðÿäêà âèäà

4∏
i=1

(
∂

∂t
− ai

∂

∂x
+ b

)
u(t, x) = f(t, x), ai = a > 0, b > 0, t > 0, x ∈ Ω, (1)

ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè
∂ju

∂tj

∣∣∣
t=0

= ϕj(x), j = 0, 1, 2, 3, x ∈ Ω. (2)

Óðàâíåíèå (1) èìååò îäíó õàðàêòåðèñòèêó x+at êðàòíîñòè ÷åòûðå. Â ýòîì ñëó÷àå
ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ (1) çàäàþòñÿ íå íà âñåé ãðàíèöå.

Äîáàâèì ê óðàâíåíèþ (1) ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ âèäà
∂su

∂xs

∣∣∣
x=0

= µs(t), t >
l

a
, s = 0, 1, (3)

∂su

∂xs

∣∣∣
x=l

= νs(t), t > 0, s = 0, 1. (4)

Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî óñëîâèå (4) çàäàåòñÿ íå íà âñåé ãðàíèöå x = 0, à òîëüêî íà
÷àñòè. Âûáîð òàêèõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé ãàðàíòèðóåò êîððåêòíîñòü ïî Àäàìàðó çàäà÷è
(1) � (4) â êëàññå ÷åòûðåæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé [1].

Çàìåíîé u(t, x) = e−btv(t, x) çàäà÷à (1)�(4) ñâîäèòñÿ ê ãðàíè÷íîé çàäà÷å, ðàññìîò-
ðåííîé â ðàáîòå [2], íî äëÿ íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ. Â [2] ïðåäëîæåí àëãîðèòì âû-
âîäà äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé ñóùåñòâîâàíèÿ êëàññè÷åñêîãî ðåøåíèÿ è óñëîâèÿ ñîãëàñî-
âàíèÿ íà÷àëüíûõ è ãðàíè÷íûõ ôóíêöèé.

Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1) ïðåäñòàâèìî â âèäå
u(t, x) = e−bt

(
g1(x + at) + t g2(x + at) + t2 g3(x + at) + t3 g4(x + at)

)
+ F0(t, x), (5)

ãäå g1, g2, g3 è g4 � ëþáûå ôóíêöèè èç C4(R) àðãóìåíòà x + at, ôóíêöèè
gi : [0,∞) → gi(y) ∈ R , i = 1, 2, 3, 4, F0(t, x) � ÷àñòíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1),

F0(t, x) =

t∫

0

(t− τ)3

6
ebτf(τ, x− a(t− τ)) dτ.

Òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü îáùèé âèä ôóíêöèé gi (i = 1, 2, 3, 4) â ïðåäñòàâëåíèè (5) ïðè
óñëîâèè, ÷òî áóäóò âûïîëíÿòüñÿ íà÷àëüíûå (2) è ãðàíè÷íûå (3), (4) óñëîâèÿ.
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ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈÅ ÎÄÍÎÉ ÑÈÑÒÅÌÛ ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÛÕ
ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ ÌÅÒÎÄÎÌ F-ÌÎÍÎÃÅÍÍÛÕ ÔÓÍÊÖÈÉ

Â.À. Øèëèíåö

Äëÿ èçó÷åíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé èñïîëüçóþòñÿ ðàçíûå ìåòîäû.
Îäíèì èç òàêèõ ìåòîäîâ ÿâëÿåòñÿ ìåòîä ôóíêöèé, ìîíîãåííûõ â ñìûñëå Â.Ñ. Ôå-
äîðîâà (F-ìîíîãåííûõ) [1-9].

Â äàííîé ðàáîòå ñ ïîìîùüþ F-ìîíîãåííûõ äóàëüíûõ ôóíêöèé èññëåäóåòñÿ êðà-
åâàÿ çàäà÷à äëÿ ñëåäóþùåé ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ôîðìàëüíûõ
ïðîèçâîäíûõ [10]:

∂f

∂z
− ∂ϕ

∂z
= g(x, y),

∂f

∂z
= h(x, y), (1)

ãäå g, h � çàäàííûå êîìïëåêñíûå èëè äåéñòâèòåëüíûå ôóíêöèè êëàññà C1(D),

∂

∂z
=

1

2

(
∂

∂x
− i

∂

∂y

)
,

∂

∂z
=

1

2

(
∂

∂x
+ i

∂

∂y

)
,

z = x + iy, z = x− iy, i2 = −1.

Îïðåäåëåíèå 1. Äóàëüíîé ôóíêöèåé â îáëàñòè D íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ âèäà

F (z) = f(z) + εϕ(z), z ∈ D, ε2 = 0,

ãäå f(z), ϕ(z) � êîìïëåêñíûå èëè äåéñòâèòåëüíûå ôóíêöèè, çàäàííûå â îáëàñòè D.
Îïðåäåëåíèå 2. Äóàëüíàÿ ôóíêöèÿ F (z) íàçûâàåòñÿ F-ìîíîãåííîé (ìîíîãåííîé

â ñìûñëå Â.Ñ. Ôåäîðîâà) [1] ïî äóàëüíîé ôóíêöèè P (z) = p(z)+εq(z) â îáëàñòè D, åñ-
ëè íàéäåòñÿ òàêàÿ äóàëüíàÿôóíêöèÿψ, ÷òî âî âñåõ òî÷êàõ îáëàñòè D èìååì dF =ψdP.

Ôóíêöèÿ ψ èíîãäà îáîçíà÷àåòñÿ ψ = F ′[P ] è íàçûâàåòñÿ F-ïðîèçâîäíîé ôóíê-
öèè F ïî ôóíêöèè P.

Ëåãêî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî ðåøåíèåì ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â
ôîðìàëüíûõ ïðîèçâîäíûõ âèäà

∂f

∂z
− ∂ϕ

∂z
= 0,

∂f

∂z
= 0

â îáëàñòè D ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå ôóíêöèè: f = f(z) � ïðîèçâîëüíàÿ àíàëèòè÷åñêàÿ
ôóíêöèÿ îò z â îáëàñòè D, ϕ = f ′(z)z + h(z) � òàê íàçûâàåìàÿ áèàíàëèòè÷åñêàÿ â
îáëàñòè D ôóíêöèÿ [11].

Åñòåñòâåííûé èíòåðåñ âûçûâàåò èçó÷åíèå ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
â ôîðìàëüíûõ ïðîèçâîäíûõ (1).

Ââåäåì ñåé÷àñ äóàëüíûå ôóíêöèè

w = w(z) = f(x, y) + εϕ(x, y), P = z + εz, Q = z (ε2 = 0),
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à òàêæå äóàëüíûé äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð ∂w

∂Q
=

∂w

∂z
− ε

∂w

∂z
. Òîãäà ñèñòåìó (1)

ìîæíî, î÷åâèäíî, çàïèñàòü â âèäå

∂w(z)

∂Q
= A(z), (2)

ãäå h(z) = h(x, y), g(z) = g(x, y), A(z) = h(z)− εg(z).
Èññëåäóåì ñëåäóþùóþ êðàåâóþ çàäà÷ó: íàéòè ðåøåíèå w = w(z) ∈ C1(D) óðàâ-

íåíèÿ (2) (ñèñòåìû (1)), åñëè èçâåñòíû çíà÷åíèÿ ýòîãî ðåøåíèÿ íà ãðàíèöå C îáëà-
ñòè DC ⊂ D .

Åñëè ïðèìåíèòü ìåòîä, èñïîëüçóåìûé â ðàáîòå [12] äëÿ èññëåäîâàíèÿ ñèñòåì äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, òî ïîëó÷èì, ÷òî ñèñòåìà (1) áóäåò
ýêâèâàëåíòíîé â ëþáîé îáëàñòè DC ⊂ D ñëåäóþùåìó èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ:

w(z0) =
1

2πi

∫

C

w(z)
dP

P − P0

− 1

π

∫∫

DC

A(z)
dxdy

P − P0

, (3)

ãäå C � ãðàíèöà îáëàñòè DC ,

P0 = z0 + εz0, z0 ∈ DC , P = P (z) = z + εz, A(z) = h(z)− εg(z), z ∈ C.

Ïîëó÷åííîå èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå (3) è äàåò ðåøåíèå ñôîðìóëèðîâàííîé
êðàåâîé çàäà÷è.
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BOUNDARY VALUE PROBLEM FOR THE AIRY EQUATION ON
LADDER TYPE METRIC GRAPH

M.I. Akhmedov, Z.A. Sobirov

We consider Airy type evolution equation on ladder type metric graph (�g. 1).

Fig. 1. Ladder type metric graph.

The bonds of the graph denoted by Bj, j = 1, 3n− 1, as it is show n in �g. 1.
(

∂

∂t
− ∂3

∂x3
j

)
uj(xj, t) = fj(x, t), t > 0, xj ∈ Bj, j = 1, 3n− 1. (1)

bkuk(L, t) = ak+1uk+1(0, t) = a2n+ku2n+k(0, t),

u1(0, t) = φ1(t), un(L, t) = φ2(t), (2)

dkuk(L, t) = ck+1u(k+1)x(0, t) = c2n+ku(2n+k)x(0, t),

u1x(0, t) = δ1(t), (3)

1

bk

ukxx(L, t) =
1

ak+1

u(k+1)xx(0, t) +
1

a2n+k

u(2n+k)xx(0, t), (4)

bn+kun+k(L, t) = an+k+1un+k+1(0, t) = a2n+ku2n+k(L, t),

un+1(0, t) = φ3(t), u2n(L, t) = φ4(t), (5)

cn+k+1u(n+k+1)x(0, t) = d2n+ku(2n+k)x(L, t) + dn+k+1u(n+k+1)x(L, t),

u(n+1)x(0, t) = δ2(t), (6)

1

bn+k

u(n+k)xx(L, t) =
1

an+k+1

u(n+k+1)xx(0, t) +
1

a2n+k

u(2n+k)xx(L, t), (7)

for 0 < t < T, T = const. Furthermore, we assume that the functions fj(x, t),
j = 1, 3n− 1, are smooth enough hand bounded. The initial conditions are given by:

uj(x, 0) = u0,j(x), x ∈ Bj, j = 1, 3n− 1. (8)

It should be noted that the above vertex conditions are not the only possible ones. The
main motivation for our choice is caused by the fact that they guarantee uniqueness of the
solution and, if the solutions decay (to zero) at in�nity, the norm (energy) conservation.
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BLOW-UP PROBLEM FOR SEMILINEAR PARABOLIC EQUATION
WITH GENERAL NONLINEARITIES IN EQUATION

AND BOUNDARY CONDITION

A. Gladkov, M. Guedda

We consider the global solvability and blow-up in �nite time for semilinear heat equation

ut = ∆u + α(t)f(u) for x ∈ Ω, t > 0, (1)

with nonlinear boundary condition

∂u(x, t)

∂ν
= β(t)g(u) for x ∈ ∂Ω, t > 0, (2)

and initial datum
u(x, 0) = u0(x) for x ∈ Ω, (3)

where Ω is a bounded domain in Rn for n > 1 with smooth boundary ∂Ω, ν is the
unit exterior normal vector on the boundary ∂Ω. Here f(u) and g(u) are nonnegative
continuous functions for u > 0, α(t) and β(t) are nonnegative continuous functions
for t > 0, u0(x) ∈ C1(Ω), u0(x) > 0 in Ω and satis�es boundary condition (2) as t = 0.
We will consider nonnegative classical solutions of (1)�(3).

We prove several blow-up results for (1)�(3).
Theorem 1. Let g(s) be a nondecreasing positive function for s > 0 such that

+∞∫
ds

g(s)
< +∞

and
+∞∫

0

β(t) dt = +∞.

Then any nontrivial nonnegative solution of (1)�(3) blows up in �nite time.
Theorem 2. Let f(s) > 0 for s > 0,

+∞∫
ds

f(s)
< +∞

and
+∞∫

0

α(t) dt = +∞.
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Then any nontrivial nonnegative solution of (1)�(3) blows up in �nite time.
To formulate global existence result for problem (1)�(3) we suppose:

f(s) is a nonnegative locally H�older continuous function for s > 0, (4)

there exists p > 0 such that f(s) is a positive nondecreasing function for s ∈ (0, p), (5)
∫

0

ds

f(s)
= +∞, lim

s→0

g(s)

s
= 0, (6)

+∞∫

0

(
α(t) + β(t)

)
dt < +∞ (7)

and there exist positive constants γ, t0 and K such that γ > t0 and
t∫

t−t0

β(τ)dτ√
t− τ

6 K for t > γ. (8)

Theorem 3. Let (4)�(8) hold. Then problem (1)�(3) has bounded global solution for
small initial datum.

The results of the talk have been published in [1].
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CLASSICAL SOLUTION OF THE INITIAL-VALUE PROBLEM
FOR A ONE-DIMENSIONAL QUASILINEAR WAVE EQUATION

V.I. Korzyuk, J.V. Rudzko

In this report we shall consider the question of global solvability in [0,∞) × R of the
initial-value problem
{

∂2
t u(t, x)−a2∂2

xu(t, x)+f
(
t, x, u(t, x), ∂tu(t, x), ∂xu(t, x)

)
=F (t, x), (t, x)∈(0,∞)×R,

u(0, x)=ϕ(x), ∂tu(0, x)=ψ(x), x ∈ R,
(1)

where a ∈ (0,∞), ϕ and ψ are some real-valued functions de�ned on the real axis.
Theorem 1. Assume ϕ ∈ C2(R), ψ ∈ C1(R), F ∈ C1([0,∞) × R), f ∈ C1([0,∞)×R4)

and f is Lipschitz continuous in the three last variables. Then there exists a unique classical
solution u of the initial-value problem (1).

Sketch of the proof. We will look for a solution u having the form u = w + v where
v solves the homogeneous wave equation

{
∂2

t v(t, x)− a2∂2
xv(t, x) = 0, (t, x) ∈ (0,∞)× R,

v(0, x) = ϕ(x), ∂tv(0, x) = ψ(x), x ∈ R,
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and w solves
{

∂2
t w(t, x)−a2∂2

xw(t, x)=F (t, x)−f
(
t, x, u(t, x), ∂tu(t, x), ∂xu(t, x)

)
, (t, x) ∈ (0,∞)× R,

w(0, x) = ∂tw(0, x) = 0, x ∈ R.

d'Alembert's Formula [1] lets us write

w(t, x)=
1

2a

t∫

0

dτ

x+a(t−τ)∫

x−a(t−τ)

(
F (τ, ξ)−f

(
τ, ξ, u(τ, ξ), ∂tu(τ, ξ), ∂xu(τ, ξ)

))
dξ, (t, x)∈ [0,∞)×R.

Hence our desired solution u must solve the nonlinear integro-di�erential identity

u(t, x) = K[u](t, x), (t, x) ∈ [0,∞)× R, (2)

where K is the nonlinear mapping de�ned by the following formula

K[u](t, x) =
ϕ(x− at) + ϕ(x + at)

2
+

1

2a

x+at∫

x−at

ψ(ξ)dξ+

+
1

2a

t∫

0

dτ

x+a(t−τ)∫

x−a(t−τ)

(
F (τ, ξ)−f

(
τ, ξ, u(τ, ξ), ∂tu(τ, ξ), ∂xu(τ, ξ)

))
dξ, (t, x)∈ [0,∞)×R.

Moreover, it is easy to show that under the conditions of smoothness of the functions
ϕ, ψ, f, F speci�ed in the formulation of this theorem any continuously di�erentiable
solution u of (2) will be a twice continuously di�erentiable classical solution of the initial-
value problem (1).

If u, ũ ∈ C1([0, T ]×R), Ω = Conv
{
(0,−m), (0,m), (T,−m+aT ), (T, m−aT )

}
, m ∈ N,

T < 1, m > aT,
‖K[u]−K[ũ]‖C1(Ω) 6 LAT‖u− ũ‖C1(Ω),

where A = max{1, 1
a
}, L is Lipschitz constant of f.

Fix T so small that K is a strict contraction. Observing also that

K : C1([0, T ]× R) → C1([0, T ]× R)

if T is small, we see from Banach's Theorem that K has a unique �xed point u which
consequently solves the integro-di�erential identity (2).

We have therefore build a unique classical solution of (1) on [0, T ]×R provided T > 0
is su�ciently small. We then extend the solution to the time intervals [T, 2T ], [2T, 3T ],
etc. using matching conditions, to construct a unique classical solution exiting for all time.
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GLOBAL CORRECTNESS THEOREM TO GOURSAT PROBLEM
FOR INHOMOGENEOUS ADJOINT MODEL TELEGRAPH EQUATION

IN THE UPPER HALF-PLANE

F.E. Lomovtsev

In the upper half-plane G =]−∞, +∞[×]0, +∞[ it is required to �nd a classical solution
and a correctness criterion to the Goursat problem for the adjoint model telegraph equation

vττ (s, τ)−(a2(s, τ)v(s, τ))ss+(a−1(s, τ)aτ (s, τ)v(s, τ))τ+(a(s, τ)as(s, τ)v(s, τ))s=f(s, τ), (1)

for all points (s, τ) of curvilinear characteristic triangles ∆MPQ ⊂ G, and on its curvilinear
characteristic sides MP and QM under the Goursat conditions

v(s, τ) = γ1(s, τ), s = h1{g1(x, t), τ}, v(s, τ) = γ2(s, τ), s = h2{g2(x, t), τ}, (2)

and at the intersection points M(x, t) of these characteristics, the Goursat data matching
condition

γ1(x, t) = γ2(x, t), (x, t) ∈ G. (3)

Here the right-hand side f of the equation and the Goursat data γ1, γ2 are given real
functions of the variables s and τ, and the coe�cient a(s, τ) > a0 > 0, (s, τ) ∈ G, of the
equation.

Equation (1) has di�erential characteristic equations ds = (−1)ia(s, τ)dτ, i = 1, 2,
which correspond in G to two families of characteristics gi(s, τ) = Ci, Ci ∈R =] −∞, +∞[,
i = 1, 2. If the coe�cient a(s, τ) > a0 > 0, (s, τ) ∈ G, then the variable τ on the
characteristic g1(s, τ) = C1, C1 ∈ R, strictly decreases, and on characteristic g2(s, τ) = C2,
C2 ∈ R, strictly increases with s. Therefore, the implicit functions yi = gi(s, τ), s ∈ R,
t > 0, have explicit strictly monotonic inverse functions s = hi{yi, τ}, τ > 0, and
τ = h(i)[s, yi], s ∈ R, i = 1, 2. By the de�nition of inverse functions, they satisfy the
inversion identities from [1]:

gi(hi{yi, τ}, τ) = yi ∀ yi, hi{gi(s, τ), τ} = s, s ∈ R, i = 1, 2,

gi(s, h
(i)[s, yi]) = yi ∀ yi, h(i)[s, gi(s, τ)] = τ, τ > 0, i = 1, 2,

hi{yi, h
(i)[s, yi]} = s, s ∈ R, h(i)[hi{yi, τ}, yi] = τ, τ > 0, i = 1, 2.

If the coe�cient is a ∈ C2(G), then the functions gi, hi, h(i) ∈ C2 by s, τ, yi, i = 1, 2, [1].
The concept of global correctness theorems with explicit solutions and Hadamard

correctness criteria (necessary and su�cient conditions) of linear mixed problems was
introduced in [2].

Theorem 1. Let the coe�cient be a(s, τ) > a0 > 0, (s, τ) ∈ G, a ∈ C2(G). In
every triangle ∆MPQ ⊂ G theGoursat problem (1)�(3) has a unique and f, γ1, γ2-stable
classical solution v∈C2(∆MPQ) if and only if f ∈C(G) and the smoothness requirements

Hi(s, τ) ≡
τ∫

0

f
(
hi{gi(s, τ̃), τ̃}, τ̃)

dτ̃ ∈ C1(G), i = 1, 2. (4)

For ∀M(x, t) ∈ G, this solution to the Goursat problem (1)�(3) in ∆MPQ ⊂ G is the
function
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v(s, τ ; x, t) =
{
[a(s̃, τ̃)γ2(s̃, τ̃)− F (s̃, τ̃)]|s̃=h2{g2(x, t), τ̃}|τ̃=τ1(g1(s, τ))+

+[a(s̃, τ̃)γ1(s̃, τ̃)− F (s̃, τ̃)]|s̃=h1{g1(x, t), τ̃}|τ̃=τ2(g2(s, τ))− (5)

−[a(s̃, τ̃)γ2(s̃, τ̃)−F (s̃, τ̃)]|s̃=h2{g2(x, t), τ̃}|τ̃=τ1(g1(x, t))+F (s, τ)
}
/a(s, τ), (s, τ)∈∆MPQ⊂G,

where the particular classical solution of the equation (1) is the product of 1/a(s, τ) by

F (s, τ) =
1

2

τ∫

0

dτ̃

h1{g1(s, τ), τ̃}∫

h2{g2(s, τ), τ̃}

f(s̃, τ̃) ds̃,

τ1(y), τ2(z) are inverse functions to functions

y = g1

(
h2{g2(x, t), τ}, τ)

, z = g2

(
h1{g1(x, t), τ}, τ)

.

Sketch of the proof. The Goursat problem (1)�(3) is solved by the characteristic
method. To �nd the general integral of the equation (1) on G, in it we pass to new variables

ξ = g1(s, τ), η = g2(s, τ) (6)

with non-degenerate Jacobian J(s, τ)=ξsητ−ξτηs 6=0 in G, since a(s, τ)>a0 >0, (s, τ)∈G.
By replacing (6) the wave equation (1) for the new function ṽ(ξ, η) = v(s(ξ, η), τ(ξ, η))
reduced to canonical form

(
ã(ξ, η)ṽ(ξ, η)

)
ξη

= f̃(ξ, η)/[2J(s, τ)], (ξ, η) ∈ G̃, (7)

where the coe�cient ã(ξ, η) = a(s(ξ, η),τ(ξ, η)), the right-hand sidef̃(ξ, η) =f(s(ξ, η),τ(ξ, η))

and the set G̃ = {(ν, ρ) : h2{ρ, 0} 6 h1{ν, 0}, ν, ρ ∈ R}.
Integrating equation (7) over the triangle 4M̃P̃ Q̃ ⊂ G̃, we �nd its general integral

ã(ξ, η)ṽ(ξ, η) = f̃1(ξ) + f̃1(η) + F̃ (ξ, η), (8)

where triangle4M̃P̃ Q̃ is the image of triangle4MPQ undermapping (6), the function F̃ is

F̃ (ξ, η) =
1

2

η∫

g2(h1{ξ, 0}, 0)

dρ

ξ∫

g1(h2{ρ, 0}, 0)

f̃(ν, ρ) J(ν, ρ) dν,

J(ξ, η) = sξτη − sητξ 6= 0 is the Jacobian of the inversely replacing to variables (6) on the
set G̃ and the product of these Jacobians is J(ξ, η)J(s, τ) = 1. From the general integral
(8) by inverse replacement to variables (6) we derive the general integral of the equation (1)

v(s, τ) =
[
f̃1

(
g1(s, τ)

)
+ f̃1

(
g2(s, τ)

)
+ F (s, τ)

]
/a(s, τ), (9)

where f̃1 and f̃2 are any twice continuously di�erentiable functions of ξ and η of the form

f̃1(ξ) = f1(ξ) + f2

(
g2(x, t)

)
, f̃2(η) = f2(η)− f2

(
g2(x, t)

)
.

We substitute the general integral (9) into the Goursat conditions (2) and obtain
the formal solution (5). Then we show the necessity and su�ciency of the smoothness
f ∈ C(G) and (4).
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Corollary 1. If the right-hand side f of the equation (1) does not depend on s or τ in G,
then the assertion of Theorem 1 is valid without integral smoothness requirements (4).

Here, for a continuous right-hand side f in τ or s smoothness (4) always holds.
Remark 1. In the case F = 0, solution (5) serves as the Riemann function into

Riemann formula of solutions to all mixed problems for the inhomogeneous model telegraph
equation [3].

Aknowledgement. Supported by BRFFI (project No. F22KI-001 dated November 05,
2021).
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ÈÍÒÅÃÐÎ-ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÛÅ ÎÏÅÐÀÒÎÐÛ
È ÓÐÀÂÍÅÍÈß

ÎÁ ÎÁÎÁÙÅÍÍÛÕ ÐÅØÅÍÈßÕ
ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÛÕ ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ

À.Á. Àíòîíåâè÷, Å.Â. Êóçüìèíà, Å.Ã. Øàãîâà

Â ïðèëîæåíèÿõ äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ èñïîëüçóþòñÿ äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ
ïðîöåññîâ, ïðîèñõîäÿùèõ â ôèçè÷åñêèõ îáúåêòàõ. Ïðè êëàññè÷åñêîì ïîäõîäå ñ÷èòà-
åòñÿ, ÷òî ñîñòîÿíèå îáúåêòà îïèñûâàþòñÿ ôóíêöèÿìè, ÿâëÿþùèìèñÿ ðåøåíèÿìè ðàñ-
ñìàòðèâàåìûõ óðàâíåíèé. Ïîíÿòèå ñîñòîÿíèÿ íå àáñîëþòíîå, òàê êàê îíî çàâèñèò îò
ìíîæåñòâà èçìåðåíèé, äîñòóïíûõ ïðè ðàññìàòðèâàìûõ ýêñïåðèìåíòàõ. Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî
ìîãóò áûòü ïðîâåäåíû èçìåðåíèÿ çàäàííîé ñèñòåìû òîëüêî ñ ïîìîùüþ íåêîòîðîãî
ìíîæåñòâà ïðèáîðîâ (íàáëþäàåìûõ âåëè÷èí), êîòîðîå îáîçíà÷èì D .

Ìíîæåñòâî Z íàçûâàåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì ñîñòîÿíèé çàäàííîé ñèñòåìû, ñîîò-
âåòñòâóþùèì çàäàííîìó ìíîæåñòâó íàáëþäàåìûõ D, åñëè êàæäîé íàáëþäàåìîé
âåëè÷èíå ïðèáîðà ϕ ∈ D ñîîòâåòñòâóåò îäíîçíà÷íî îïðåäåëåííûé ðåçóëüòàò íàáëþ-
äåíèÿ < z, ϕ >.

Ñ ýòîé òî÷êè çðåíèÿ ïðè îïèñàíèè ñîñòîÿíèé ñ ïîìîùüþ ôóíêöèé ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî
âîçìîæíû èçìåðåíèÿ çíà÷åíèé òàêèõ ôóíêöèé âî âñåõ òî÷êàõ. Îäíàêî íå ñóùåñòâóåò
ïðèáîðîâ, èçìåðÿþùèõ çíà÷åíèÿ ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí â çàäàííîé òî÷êå, à ðåçóëüòàòû
ðåàëüíûõ èçìåðåíèé âñåãäà ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé òîëüêî íåêîòîðûå óñðåäíåííûå âåëè-
÷èíû. Ýòî ó÷èòûâàåòñÿ ïðè îïèñàíèè ñîñòîÿíèé ñ ïîìîùüþ îáîáùåííûõ ôóíêöèé, ãäå
ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî êàæäàÿ îñíîâíàÿ ôóíêöèÿ ϕ èç D(R) ñîîòâåòñòâóåò èçìåðèòåëüíîìó
ïðèáîðó (òàêèå ôóíêöèè ÷àñòî íàçûâàþò ïðèáîðíûìè), à ðàñïðåäåëåíèå ñòàâèò â ñî-
îòâåòñòâèå êàæäîìó ϕ îïðåäåëåííîå ÷èñëî, ò.å. çàäàåò ñîñòîÿíèå â îïèñàííîì âûøå
ñìûñëå [1].

Ñêàçàííîå îçíà÷àåò, ÷òî îïèñàíèå ñîñòîÿíèé ñ ïîìîùüþ îáîáùåííûõ ôóíêöèé ÿâ-
ëÿåòñÿ óòî÷íåíèåì ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè è â òàêîé ìîäåëè íóæíû ðåøåíèÿ ðàñ-
ñìàòðèâàåìûõ óðàâíåíèé, ÿâëÿþùèåñÿ îáîáùåííûìè ôóíêöèÿìè. Ïîýòîìó âîçíèêàåò
çàäà÷à î ïîñòðîåíèè îáîáùåííûõ ðåøåíèé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Åñëè ñîñòî-
ÿíèå â ïåðâîíà÷àëüíîì ñìûñëå çàäàâàëîñü îáû÷íîé ëîêàëüíî èíòåãðèðóåìîé ôóíê-
öèåé u, òî åìó ñîîòâåòñòâóåò îäíîçíà÷íî îïðåäåëåííîå ðåãóëÿðíîå ðàñïðåäåëåíèå

〈U,ϕ〉 =

∫
u(x)ϕ(x) dx. (1)

Îäíàêî êëàññè÷åñêèå ðåøåíèÿ óðàâíåíèé ìîãóò áûòü ñèíãóëÿðíûìè ôóíêöèÿìè,
èìåþùèìè íåèíòåãðèðóåìûå îñîáåííîñòè, òàêàÿ ôóíêöèÿ íå çàäàåò îäíîçíà÷íî îïðå-
äåëåííîå ðàñïðåäåëåíèå è íå çàäàåò ñîñòîÿíèå îáúåêòà. Íàïðèìåð, ôóíêöèÿ u(x) =

1

x
íå ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî èíòåãðèðóåìîé è ôîðìóëà (1) íå ñòàâèò ñ ñîîòâåòñòâèå ýòîé
ôóíêöèè íåïðåðûâíûé ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë, òàê êàê èíòåãðàë ìîæåò ðàñõîäèòüñÿ.
Ïðè ýòîì, åñëè ϕ ïðèíàäëåæèò ïîäïðîñòðàíñòâó

D0(R) = {ϕ ∈ D(R) : ϕ(0) = 0},
òî èíòåãðàëû â (1) ñóùåñòâóþò è çàäàþò íà ýòîì ïîäïðîñòðàíñòâå íåïðåðûâíûé ëè-
íåéíûé ôóíêöèîíàë. Ïîýòîìó ôóíêöèè 1

x
ñîîòâåòñòâóåò ñåìåéñòâî ðàñïðåäåëåíèé,
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ïîëó÷åííûõ ïðîäîëæåíèÿìè ýòîãî ôóíêöèîíàëà íà âñå ïðîñòðàíñòâî D(R). Ýòî ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ âèäà

QM = P

(
1

x

)
+ Mδ, (2)

ãäå M � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ, 〈δτ , ϕ〉 = ϕ (τ) � äåëüòà-ôóíêöèÿ Äèðàêà, P
(

1
x

)
�

îáîáùåííàÿ ôóíêöèÿ, çàäàííàÿ ñ ïîìîùüþ èíòåãðàëà â ñìûñëå ãëàâíîãî çíà÷åíèÿ ïî
Êîøè.

Âîçíèêàåò âîïðîñ î òîì, êàêóþ èç îáîáùåííûõ ôóíêöèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ êëàñ-
ñè÷åñêîìó ðåøåíèþ, ìîæíî ñ÷èòàòü îáîáùåííûì ðåøåíèåì.

Îáû÷íî ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ èëè îáîáùåííàÿ ôóíêöèÿ, êî-
òîðàÿ ïðè ïîäñòàíîâêå â óðàâíåíèå äàåò òîæäåñòâåííîå ðàâåíñòâî. Ââèäó òîãî, ÷òî
ðåøåíèÿ ñ îñîáåííîñòÿìè ìîãóò èìåòü ëèíåéíûå óðàâíåíèÿ ñ ñèíãóëÿðíûìè êîýôôè-
öèåíòàìè, ëèáî íåëèíåéíûå óðàâíåíèÿ, ïðè ïîäñòàíîâêå îáîáùåííîé ôóíêöèè â òàêîå
óðàâíåíèå âîçíèêàþò ïðîèçâåäåíèÿ èëè äðóãèå âûðàæåíèÿ, êîòîðûå íå îïðåäåëåíû â
òåîðèè îáîáùåííûõ ôóíêöèé. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ðàññìàòðèâàåìûõ óðàâíåíèé ñòàí-
äàðòíîå îïðåäåëåíèå ðåøåíèÿ íå èìååò ñìûñëà è ïîñòðîåíèþ îáîáùåííûõ ðåøåíèé
ïðåäøåñòâóåò âîïðîñ î òîì, ÷òî ìîæíî ñ÷èòàòü îáîáùåííûì ðåøåíèåì.

Îáùàÿ èäåÿ ââåäåíèÿ îáîáùåííûõ ðåøåíèé îñíîâàíà íà ïîñòðîåíèè âñïîìîãàòåëü-
íûõ ñåìåéñòâ ôóíêöèé uε (x), çàâèñÿùèõ îò ìàëîãî ïàðàìåòðà ε, òàêèõ, ÷òî ïðåäåë
òàêîãî ñåìåéñòâà â ïðîñòðàíñòâå ðàñïðåäåëåíèé åñòåñòâåííî ñ÷èòàòü îáîáùåííûì ðå-
øåíèåì.

Â ñëó÷àå ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ ñèíãóëÿðíûìè èëè îáîáùåííûìè êîýôôèöèåíòà-
ìè ðàññìàòðèâàþòñÿ àïïðîêñèìàöèè êîýôôèöèåíòîâ ñåìåéñòâàìè ãëàäêèõ ôóíêöèé è
òîãäà uε (x) çàäàþòñÿ êàê ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ àïïðîêñèìèðóþùèõ óðàâíåíèé.

Ñóùåñòâîâàíèå ïðåäåëà ñåìåéñòâà uε (x) íå ÿâëÿåòñÿ îáùèì ôàêòîì, è ïðè ðàçíûõ
àïïðîêñèìàöèÿõ ïðåäåëû ìîãóò áûòü ðàçíûìè. Äâå àïïðîêñèìàöèè êîýôôèöèåíòà
ñ÷èòàþòñÿ ýêèâèàëåíòíûìè, åñëè óêàçàííûå ïðåäåëû ñóùåñòâóþò è ñîâïàäàþò.

Ïîýòîìó â ìíîæåñòâå àïïðîêñèìàöèé êîýôôèöèåíòîâ âîçíèêàþò êëàññû ýêâèâà-
ëåíòíûõ è äëÿ îäíîçíà÷íîãî íàõîæäåíèÿ îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ òðåáóåòñÿ çàäàòü êëàññ
àïïðîêñèìàöèé. Â ïðèëîæåíèÿõ êîýôôèöèåíòû óðàâíåíèÿ îáû÷íî îïèñûâàþò ñâîé-
ñòâà ñðåäû, â êîòîðîé ïðîèñõîäèò ðàññìàòðèâàìûé ïðîöåññ.

Íî èç ñêàçàííîãî ñëåäóåò, ÷òî îïèñàíèå ñâîéñòâ ñðåäû ñ ïîìîùüþ ôóíêöèé èëè
äàæå îáîáùåííûõ ôóíêöèé íå ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü îäíîçíà÷íîå îïèñàíèå ñîñòîÿíèÿ
îáúåêòà, à êîððåêòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü äîëæíà âêëþ÷àòü îïèñàíèå ñîñòî-
ÿíèé ñðåäû ñ ïîìîùüþ êëàññîâ ýêâèâàëåíòíûõ àïïðîêñèìàöèé êîýôôèöèåíòîâ.

Ñ òåõíè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê îïèñàíèþ àñèìïòîòè÷åñêîãî ïîâå-
äåíèÿ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ ñ ìàëûì ïàðàìåòðîì ïðè ñòðåìëåíèè ìàëîãî ïàðàìåòðà ê
íóëþ. Îòâåò íà âîïðîñ î òîì, ïðè êàêèõ àïïðîêñèìàöèÿõ êîýôôèöèåíòà s

x
ñóùåñòâó-

åò ïðåäåë ðåøåíèé àïïðîêñèìèðóþùèõ óðàâíåíèé, íåèçâåñòåí äàæå äëÿ ïðîñòåøåãî
ñêàëÿðíîãî ëèíåéíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ

u′(x) +
s

x
u(x) = 0. (3)

Â ðàáîòàõ [2�4] ðàññìîòðåíû îáîáùåííûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (3), ïîðîæäåííûå àíà-
ëèòè÷åñêèìè ïðîäîëæåíèÿìè êîýôôèöèåíòà íà êîìïëåêñíóþ ïëîñêîñòü.

Ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ íà ïðÿìîé (ýòî âòîðîå óðàâíåíèå
èç èåðàðõèè Ðèêêàòè)

u′′(x) + γ2u3(x) + 3γu(x)u′(x) = 0 (4)



Èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû è óðàâíåíèÿ 45

èìåþò íåèíòåãðèðóåìûå îñîáåííîñòè. Äëÿ íèõ â êà÷åñòâå àïïðîêñèìàöèé uε (x) ðàñ-
ñìàòðèâàþòñÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè ñ òàêèìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè, ïðè êîòîðûõ
îíè ÿâëÿþòñÿ ãëàäêèìè ôóíêöèÿìè.

Ëèòåðàòóðà
1. Âëàäèìèðîâ Â.Ñ. Îáîáùåííûå ôóíêöèè â ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêå. Ì.: Íàóêà, 1979.
2. Àíòîíåâè÷ À.Á., Øàãîâà Ò. Ã. Îáîáùåííûå ðåøåíèÿ îäíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ñ

ðàöèîíàëüíûì êîýôôèöèåíòîì // Òàâðè÷åñêèé Âåñòíèê Èíôîðìàòèêè è Ìàòåìàòèêè. 2019. � 3.
Ñ. 23�36.

3. Àíòîíåâè÷ À.Á., Øàãîâà Ò. Ã. Óìíîæåíèå ðàñïðåäåëåíèé è àëãåáðû ìíåìîôóíêöèé // Ñîâðå-
ìåííàÿ ìàòåìàòèêà. Ôóíäàìåíòàëüíûå íàïðàâëåíèÿ. 2019. Ò. 65. � 3. Ñ. 339�389.

4. Àíòîíåâè÷ À.Á., Êóçüìèíà Å.Â. Ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ u′ +
s

x
u = 0 â ïðî-

ñòðàíñòâå ðàñïðåäåëåíèé // Âåñí. Ãðîäç. äçÿðæ. óí-òà iìÿ ß. Êóïàëû. Ñåð. 2. Ìàòýìàòûêà. Ôiçiêà.
Iíôàðìàòûêà, âûëi÷àëüíàÿ òýõíiêà i êiðàâàííå. 2020. Ò. 10. � 2. Ñ. 56�66.

ÀÏÐÈÎÐÍÛÅ ÎÖÅÍÊÈ Â ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÎÉ È ÐÀÇÍÎÑÒÍÎÉ
ÒÐÀÊÒÎÂÊÀÕ ÐÅØÅÍÈß ÒÐÅÒÜÅÉ ÊÐÀÅÂÎÉ ÇÀÄÀ×È

ÄËß ÌÍÎÃÎÌÅÐÍÎÃÎ ÈÍÒÅÃÐÎ-ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÎÃÎ
ÓÐÀÂÍÅÍÈß

Ç.Â. Áåøòîêîâà

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è è àïðèîðíàÿ îöåíêà â äèôôåðåíöèàëüíîé ôîðìå.
Â öèëèíäðå QT = G × [0 6 t 6 T ], îñíîâàíèåì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ p-ìåðíûé ïðÿ-

ìîóãîëüíûé ïàðàëëåëåïèïåä G = {x = (x1, x2, . . . , xp) : 0 6 xα 6 lα, α = 1, 2, . . ., p}
ñ ãðàíèöåé Γ, G = G ∪ Γ, ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à

∂u

∂t
+

t∫

0

K(x, t, τ)u(x, τ) dτ = Lu + f(x, t), (x, t) ∈ QT , (1)





kα(x, t)
∂u

∂xα

= β−αu− µ−α(x, t), xα = 0, 0 6 t 6 T,

−kα(x, t)
∂u

∂xα

= β+αu− µ+α(x, t), xα = lα, 0 6 t 6 T,

(2)

u(x, 0) = u0(x), x ∈ G, (3)

ãäå

Lu =

p∑
α=1

Lαu, Lαu =
∂

∂xα

(
kα(x, t)

∂u

∂xα

)
+ rα(x, t)

∂u

∂xα

− qα(x, t)u,

0 < c0 6 kα(x, t) 6 c1, |rα(x, t)|, |kxα(x, t)|, |rxα(x, t)|, |qα(x, t)|, |β±α(x, t)| 6 c2,

kα(x, t) ∈ C3,1
(
QT

)
, rα(x, t), qα(x, t), K(x, t, τ), f(x, t) ∈ C2,1

(
QT

)
, 0 6 τ 6 t, (4)

c0, c1, c2 � ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå, α = 1, 2, ..., p, QT = G× (0 < t 6 T ].

Â äàëüíåéøåì áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî êîýôôèöèåíòû óðàâíåíèÿ è ãðàíè÷íûõ
óñëîâèé (1)�(3) óäîâëåòâîðÿþò íåîáõîäèìûì ïî õîäó èçëîæåíèÿ óñëîâèÿì, îáåñïå÷è-
âàþùèì íóæíóþ ãëàäêîñòü ðåøåíèÿ u(x, t) â öèëèíäðå QT .
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Òåîðåìà 1. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ (4), òîãäà äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (1)�(3) ñïðà-
âåäëèâà àïðèîðíàÿ îöåíêà

‖u‖2
0 ≤ M(T )

( t∫

0

(
‖f‖2

0 +

p∑
α=1

∫

G′

(
µ2
−α + µ2

+α

)
dx′

)
dτ + ‖u0(x)‖2

0

)
,

ãäå M(T ) çàâèñèò òîëüêî îò âõîäíûõ äàííûõ çàäà÷è (1)-(3).
2. Óñòîé÷èâîñòü è ñõîäèìîñòü ðàçíîñòíîé ñõåìû.
Â çàìêíóòîé îáëàñòè QT ââåäåì ðàâíîìåðíóþ ñåòêó:

ωhτ = ωh × ωτ = {(xi, tj), x ∈ ωh, t ∈ ωτ}, ωτ = {tj = jτ, j = 0, 1, . . . , m, mτ = T},

ωh =
p

Π
α=1

ωhα , ωhα = {xiα
α = iαhα, iα = 0, 1, ..., Nα, Nαhα = lα}.

Íà ñåòêå ωhτ äèôôåðåíöèàëüíîé çàäà÷å (1)-(3) ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå ðàçíîñò-
íóþ ñõåìó, ïîðÿäêà àïïðîêñèìàöèè O

(|h|+ τ
)
:

yt +

j∑

j ′=0

K(x, tj, tj ′)y(x, tj ′+α
p
)τ = Λ(t̃)y + ϕ, (x, t) ∈ ωhτ , (5)

{
a

(+1α)
−α yxα, 0 = β−α y0 − µ−α, xα = 0,

−a+αyxα,Nα = β+αyNα − µ+α, xα = lα,
(6)

y(x, 0) = u0(x), x ∈ ωh, (7)

ãäå Λ(t̃) =
p∑

α=1

Λα(t̃), Λα(t̃)y(α) =
(
aαyxα

)
xα

+ r+
α yxα + r−α yxα − dαy,

yxα =
yi − yi−1

hα

, yxα =
yi+1 − yi

hα

, yt =
yj − yj−1

τ
, y = yj, y̌ = yj−1, aα = kα(x−0.5α, t̃j),

dα = qα(x, t̃j), ϕi = f(x, t̃j), rα = r+
α + r−α , |rα| = r+

α − r−α , r+
α = 0.5(rα + |rα|) > 0,

r−α = 0.5(rα − |rα|) 6 0, x−0.5α = x1, . . . , xα−1, xα − 0.5hα, xα+1, . . . , xp,

t̃ = (j + 0.5)τ = tj + 0.5τ = tj+0.5, tj+α
p

= tj +
ατ

p
=

(
j +

α

p

)
τ, τ, h � øàãè ñåòêè.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ (4), òîãäà â êëàññå äîñòàòî÷íî ãëàäêèõ êî-
ýôôèöèåíòîâ óðàâíåíèÿ è ãðàíè÷íûõ óñëîâèé äëÿ ðåøåíèÿ ðàçíîñòíîé çàäà÷è (5)�(7)
ïðè ìàëîì τ 6 τ0(c0, c1, c2) ñïðàâåäëèâà àïðèîðíàÿ îöåíêà

‖yj‖2 6 M

(
j∑

j ′=1

(
‖ϕ‖2 +

p∑
α=1

∑

iβ 6=iα

(
µ2

+α + µ2
−α

)
H/hα

)
τ + ‖y0‖2

)
(8)

íà êàæäîì âðåìåííîì ñëîå â ñåòî÷íîé íîðìå L2(G) , ãäå Ì � ïîëîæèòåëüíàÿ
ïîñòîÿííàÿ, íå çàâèñÿùàÿ îò |h| è τ.

Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíû åäèíñòâåííîñòü è óñòîé÷èâîñòü ðåøåíèÿ ðàçíîñòíîé çà-
äà÷è (5)�(7) ïî íà÷àëüíûì äàííûì è ïðàâîé ÷àñòè â ñåòî÷íîé íîðìå L2(G) íà ñëîå.
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Ïóñòü u(x, t) � ðåøåíèå çàäà÷è (1)�(3), y(xi, tj) = yj
i � ðåøåíèå ðàçíîñòíîé çà-

äà÷è (5)�(7). Îáîçíà÷èì ÷åðåç zj
i = yj

i − uj
i ïîãðåøíîñòü àïïðîêñèìàöèè, ãäå

uj
i = u(xi, tj) . Òîãäà, ïîäñòàâëÿÿ y = z + u â (5)�(7), ïîëó÷èì çàäà÷ó äëÿ z :

zt +

j∑

j ′=0

K(x, tj, tj ′)z(x, tj ′+α
p
)τ = Λ(t̃)z + Ψ, (x, t) ∈ ωhτ , (9)

{
a

(+1α)
−α zxα, 0 = β−α z0 − ν−α , x = 0,

−a+αzxα,Nα = β+αzNα − ν+α , x = lα,
(10)

z(x, 0) = 0, x ∈ ωh, (11)

ãäå Ψ = O
(|h|+ τ

)
, ν−α = O

(|h|+ τ
)
, ν+α = O

(|h|+ τ
)
� ïîãðåøíîñòè àïïðîêñèìàöèè

íà ðåøåíèè çàäà÷è (1)�(3).
Ïðèìåíÿÿ àïðèîðíóþ îöåíêó (8) ê ðåøåíèþ çàäà÷è (9)�(11), ïîëó÷èì

‖zj‖2 6 M

j∑

j ′=1

(
‖ψj ′‖2 +

p∑
α=1

∑

iβ 6=iα

(
ν2

+α + ν2
−α

)
H/hα

)
τ, (12)

ãäå M � ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ, íå çàâèñÿùàÿ îò |h| è τ, ãäå |h| = h1+h2+...+hp .
Èç àïðèîðíîé îöåíêè (12) ñëåäóåò ñõîäèìîñòü ñõåìû (5)�(7) ñî ñêîðîñòüþ O(|h|+τ)

â ñåòî÷íîé íîðìå L2(G).

Ëèòåðàòóðà
1. Àíäðååâ Â.Á. Î ñõîäèìîñòè ðàçíîñòíûõ ñõåì, àïïðîêñèìèðóþùèõ âòîðóþ è òðåòüþ êðà-

åâûå çàäà÷è äëÿ ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèé // Æ. âû÷èñë. ìàòåì. è ìàòåì. ôèç. 1968. Ò. 8. � 6.
Ñ. 1218�1231.

2. Ñàìàðñêèé À.À. Òåîðèÿ ðàçíîñòíûõ ñõåì. Ì.: Íàóêà, 1983.

ÎÁ ÎÄÍÎÉ ÄÈÑÊÐÅÒÍÎÉ ÊÐÀÅÂÎÉ ÇÀÄÀ×Å

À.Â. Âàñèëüåâ, Â.Á. Âàñèëüåâ, À.À. Õîäûðåâà

Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ îäíà äèñêðåòíàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à, ïîðîæäåííàÿ äèñêðåò-
íûì ýëëèïòè÷åñêèì ïñåâäîäèôôåðåíöèàëüíûì îïåðàòîðîì, óñòàíàâëèâàåòñÿ åå îäíî-
çíà÷íàÿ ðàçðåøèìîñòü â äèñêðåòíîì ïðîñòðàíñòâå Ñîáîëåâà�Ñëîáîäåöêîãî è îïèñû-
âàþòñÿ åå àïïðîêñèìàöèîííûå ñâîéñòâà.

Ïóñòü Z2 � öåëî÷èñëåííàÿ ðåøåòêà íà ïëîñêîñòè. Îáîçíà÷èì

K = {x ∈ R2 : x = (x1, x2), x1 > 0, x2 > 0}
ïåðâûé êâàäðàíò íà ïëîñêîñòè, ks = hZ2 ∩K, h > 0. Ââåäåì ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé
äèñêðåòíîãî àðãóìåíòà ud(x̃), x̃ = (x̃1, x̃2) ∈ hZ2.

Îáîçíà÷èì T2 êâàäðàò [−π, π]2, h > 0, ~ = h−1. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ôóíêöèè,
èçíà÷àëüíî çàäàííûå â êâàäðàòå, êàê ïåðèîäè÷åñêèå ôóíêöèè, îïðåäåëåííûå íà âñåé
ïëîñêîñòè Rm ñ îñíîâíûì êâàäðàòîì ïåðèîäîâ T2.

Äëÿ òàêèõ ôóíêöèé ìîæíî îïðåäåëèòü äèñêðåòíîå ïðåîáðàçîâàíèåÔóðüåôîðìóëîé

(Fdud)(ξ) ≡ ũd(ξ) =
∑

x̃∈hZ2

e−ix̃·ξud(x̃)h2, ξ ∈ ~T2,
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â ñëó÷àå ñõîäèìîñòè òàêîãî ðÿäà, è ôóíêöèÿ ũd(ξ) áóäåò ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèé
â R2 ñ îñíîâíûì êâàäðàòîì ïåðèîäîâ ~T2.

Ñ ïîìîùüþ ðàçäåëåííûõ ðàçíîñòåé è èõ äèñêðåòíûõ ïðåîáðàçîâàíèé Ôóðüå ìû
îïðåäåëèì äèñêðåòíûå ïðîñòðàíñòâà Ñîáîëåâà�Ñëîáîäåöêîãî äëÿ èññëåäîâàíèÿ ðàç-
ðåøèìîñòè øèðîêîãî êëàññà äèñêðåòíûõ óðàâíåíèé. Ââîäèòñÿ äèñêðåòíûé àíàëîã
ïðîñòðàíñòâà Øâàðöà è îáîçíà÷åíèå

ζ2 = h−2
(
(e−ih·ξ1 − 1)2 + (e−ih·ξ2 − 1)2

)
.

Îïðåäåëåíèå 1. Ïðîñòðàíñòâî Hs(hZ2) ñîñòîèò èõ äèñêðåòíûõ (îáîáùåííûõ)
ôóíêöèé è ÿâëÿåòñÿ çàìûêàíèåì ïðîñòðàíñòâà S(hZ2) ïî íîðìå

||ud||s =




∫

~T2

(1 + |ζ2|)s|ũd(ξ)|2 dξ




1/2

.

Ïðîñòðàíñòâî Hs(Kd) ñîñòîèò èõ äèñêðåòíûõ ôóíêöèé èç ïðîñòðàíñòâà Hs(hZ2),
÷üè íîñèòåëè ñîäåðæàòñÿ â Kd. Íîðìà â ïðîñòðàíñòâå Hs(Kd) èíäóöèðóåòñÿ íîðìîé
ïðîñòðàíñòâà Hs(hZ2).

Åñëè Ãd(ξ) � èçìåðèìàÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ â R2 ñ îñíîâíûì êóáîì ïåðèî-
äîâ ~T2, òî ìû íàçûâàåì åå ñèìâîëîì.

Îïðåäåëåíèå 2. Äèñêðåòíûì ïñåâäîäèôôåðåíöèàëüíûì îïåðàòîðîì Ad ñ ñèì-
âîëîì Ãd(ξ) â äèñêðåòíîì êâàäðàíòå Kd íàçûâàåòñÿ îïåðàòîð ñëåäóþùåãî âèäà

(Adud)(x̃) =
∑

ỹ∈hZ2

h2

∫

~T2

Ãd(ξ)e
i(x̃−ỹ)·ξũd(ξ) dξ, x̃ ∈ Kd.

Ãîâîðÿò, ÷òî îïåðàòîð Ad � ýëëèïòè÷åñêèé, åñëè

ess inf
ξ∈~T2

|Ãd(ξ)| > 0.

Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü êëàññ ñèìâîëîâ, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ

c1(1 + |ζ2|)α/2 6 |Ãd(ξ)| 6 c2(1 + |ζ2|)α/2

ñ ïîñòîÿííûìè c1, c2, íå çàâèñÿùèìè îò h.
Ìû èññëåäóåì ðàçðåøèìîñòü äèñêðåòíîãî óðàâíåíèÿ

(Adud)(x̃) = 0, x̃ ∈ Kd, (1)

â ïðîñòðàíñòâå Hs(Kd) ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè
∑

x̃1∈hZ+

ud(x̃1, x̃2)h = fd(x̃2),
∑

x̃2∈hZ+

ud(x̃1, x̃2)h = gd(x̃1),
∑

x̃∈hZ++

ud(x̃1, x̃2)h
2 = 0. (2)

Ïðè íàëè÷èè ñïåöèàëüíîé ïåðèîäè÷åñêîé âîëíîâîé ôàêòîðèçàöèè ñèìâîëà Ãd(ξ)
ñ èíäåêñîì æ òàêèì, ÷òî æ− s = 1 + δ, |δ| < 1/2, ìîæíî îòìåòèòü ñëåäóþùèé ôàêò.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü fd, gd ∈ Hs+1/2(hZ) . Òîãäà äèñêðåòíàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à (1), (2)
èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå ñ àïðèîðíîé îöåíêîé

||ud||s 6 const(||fd||s+1/2 + ||gd||s+1/2)
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ñ ïîñòîÿííîé, íå çàâèñÿùåé îò h.
Êîíòèíóàëüíûé àíàëîã � ýòî ñëåäóþùàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à

(Au)(x) = 0, x ∈ K, (3)

+∞∫

0

u(x1, x2) dx1 = f(x2),

+∞∫

0

u(x1, x2) dx2 = g(x1),

∫

K

u(x) dx = 0, (4)

ãäå A � ïñåâäîäèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð ñ ñèìâîëîì A(ξ), ξ = (ξ1, ξ2), óäîâëå-
òâîðÿþùèì óñëîâèþ

c1(1 + |ξ)α 6 |A(ξ)| 6 c2(1 + |ξ)α

è äîïóñêàþùèì âîëíîâóþ ôàêòîðèçàöèþ îòíîñèòåëüíî K ñ èíäåêñîì æ òàêèì, ÷òî
æ−s = 1+δ, |δ| < 1/2. Ñïåöèàëüíûé ïîäáîð äèñêðåòíûõ ôóíêöèé fd, gd è ýëåìåíòîâ
ïåðèîäè÷åñêîé âîëíîâîé ôàêòîðèçàöèè ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåìó ðåçóëüòàòó.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü f, g ∈ S(R), æ > 1. Òîãäà ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ îöåíêà äëÿ
ðåøåíèé u è ud êîíòèíóàëüíîé çàäà÷è (3), (4) è åå äèñêðåòíîãî àíàëîãà (1), (2)

|u(x̃)− ud(x̃)| 6 C(f, g)hβ,

ãäå ïîñòîÿííàÿ C(f, g) çàâèñèò îò ôóíêöèé f è g, âåëè÷èíà β > 0 ìîæåò áûòü
ïðîèçâîëüíîé.

Îáùèå âîïðîñû î ðàçðåøèìîñòè óðàâíåíèÿ (1) áûëè ðàññìîòðåíû â [1,2], îöåíêè ïî-
ãðåøíîñòè äèñêðåòíûõ ðåøåíèé íåêîòîðûõ äðóãèõ äèñêðåòíûõ êðàåâûõ çàäà÷ � â [3,4].

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ìèíîáðíàóêè ÐÔ (ïðîåêò � FZWG-
2020-0029).
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ÎÁ ÎÄÍÎÉ ÊÐÀÅÂÎÉ ÇÀÄÀ×Å
ÄËß ÏÑÅÂÄÎÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÛÕ ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ

À.Â. Âàñèëüåâ, Â.Á. Âàñèëüåâ, Í.Â. Ýáåðëåéí

Â ïðîñòðàíñòâå Ñîáîëåâà�Ñëîáîäåöêîãî Hs ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ çàäà÷à:
íàéòè ôóíêöèþ

U(x) =

{
u+(x), x ∈ Ca

+,

u−(x), x ∈ R2 \ Ca
+

òàêóþ, ÷òî u+ ∈ Hs(Ca
+), v− ∈ Hs(R2 \ Ca

+), óäîâëåòâîðÿþùóþ óðàâíåíèÿì
{

(Au+)(x) = 0, x ∈ Ca
+,

(Au−)(x) = 0, x ∈ R2 \ Ca
+,

(1)
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ãäå Ca
+ = {x ∈ R2 : x2 > a|x1|, a > 0}, Γ = ∂Ca

+, A � ýëëèïòè÷åñêèé ïñåâäîäèôôå-
ðåíöèàëüíûé îïåðàòîð ñ ñèìâîëîì A(ξ),

c1 6 |A(ξ)(1 + |ξ|)−α| 6 c2.

Ê óðàâíåíèÿì (1) ìû äîáàâëÿåì ñëåäóþùèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ:

θ · u+|∂Ca
+

+ ω · u−|∂Ca
+
= µ, η ·

(
∂u+

∂n

)

|∂Ca
+

+ γ ·
(

∂u−
∂n

)

|∂Ca
+

= ν, (2)

ãäå θ, ω, η, γ � êîìïëåêñíûå ÷èñëà, ïðèíèìàþùèå ðàçëè÷íûå çíà÷åíèÿ íà ñòîðîíàõ
óãëà ∂Ca

+; µ ∈ Hs−1/2(Γ), ν ∈ Hs−3/2(Γ) � çàäàííûå íà Γ ôóíêöèè.
Ïîäîáíàÿ çàäà÷à ðàññìàòðèâàëàñü â [1] ïðè äîïîëíèòåëüíûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ îò-

íîñèòåëüíî ñèìâîëà A(ξ) è áûëà ñâåäåíà ê íåêîòîðîé ñèñòåìå îäíîìåðíûõ èíòåãðàëü-
íûõ óðàâíåíèé, êîòîðóþ ìû îáîçíà÷èì (X). Ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî ñèìâîë A(ξ) äîïóñ-
êàåò âîëíîâóþ ôàêòîðèçàöèþ (ñì. òàêæå [2,3,4], ãäå ðàññìàòðèâàëèñü äðóãèå êðàåâûå
çàäà÷è) îòíîñèòåëüíî êîíóñà Ca

+

A(ξ) = A6=(ξ) · A=(ξ)

ñ èíäåêñîì æ òàêèì, ÷òî æ− s = 1 + δ, |δ| < 1/2.
Íèæå ìû ïðèâåäåì îïèñàíèå òåðìèíîâ, èñïîëüçîâàííûõ â ïîñòàíîâêå çàäà÷è.
Ïðîñòðàíñòâî Ñîáîëåâà�Ñëîáîäåöêîãî Hs(R2) � ýòî ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî

ñ íîðìîé

||f ||s =




∫

R2

|f̃(ξ)|2(1 + |ξ|)2s dξ




1/2

,

ãäå f̃ îáîçíà÷àåò ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå

f̃(ξ) =

∫

R2

e−ix·ξf(x) dx.

Åñëè D ⊂ R2 � îáëàñòü, òî Hs(D) � ýòî ïîäïðîñòðàíñòâî Hs(R2), ñîñòîÿùåå èç
ôóíêöèé ñ íîñèòåëÿìè â D.

Ïóñòü A(ξ) � èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ íà R2 . Ïñåâäîäèôôåðåíöèàëüíûì
îïåðàòîðîì A â îáëàñòè D ñ ñèìâîëîì A(ξ) íàçûâàåòñÿ ñëåäóþùèé îïåðàòîð

(Au)(x) =

∫

R2

eix·ξA(ξ)ũ(ξ)dξ, x ∈ D.

Ñ ïîìîùüþ ýëåìåíòîâ âîëíîâîé ôàêòîðèçàöèè A6=(ξ), A=(ξ) ñòðîÿòñÿ ôóíêöèè
bj(t3−j), Bj(t3−j), j = 1, 2. Èñïîëüçîâàíèå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ìåëëèíà ïîçâîëÿåò ïîëó-
÷èòü ñëåäóþùóþ ðåäóêöèþ.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü æ = α/2 è ñîìíîæèòåëè A6=(ξ), A=(ξ) îäíîðîäíû ñòåïå-
íè α/2 è äèôôåðåíöèðóåìû âíå íà÷àëà êîîðäèíàò,

bj(t3−j) 6= 0, Bj(t3−j) 6= 0, j = 1, 2, ∀t1, t2 6= 0.

Òîãäà ñèñòåìà ëèíåéíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé (X) ýêâèâàëåíòíà ñèñòåìå ëè-
íåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé (3) îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ ôóíêöèé

Ĉk(λ), D̂k(λ), R̂k(λ), Q̂k(λ), k = 1, 2.
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Âñå êîýôôèöèåíòû ñèñòåìû (3) è ïðàâûå ÷àñòè òàêæå âû÷èñëÿþòñÿ ïî ýëåìåíòàì
A6=(ξ), A=(ξ) è çàäàííûì ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì. Åñëè ìàòðèöó ñèñòåìû îáîçíà÷èòü
A(λ), òî ïîëó÷àåòñÿ ñëåäóþùèé êðèòåðèé ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è ëèíåéíîãî ñîïðÿæå-
íèÿ (1), (2).





θ1k̂11(λ)Ĉ1(λ) + θ1k̂21(λ)Ĉ2(λ) + θ1l11D̂1(λ)+

+ω1m̂11(λ)R̂1(λ) + ω1m̂21(λ)R̂2(λ) + ω1Q̂1(λ) = µ̂11(λ),

θ1k̂12(λ)Ĉ1(λ) + θ1k̂22(λ)Ĉ2(λ) + θ1l12D̂2(λ)+

+ω1m̂12(λ)R̂1(λ) + ω1m̂22(λ)R̂2(λ) + ω1Q̂2(λ) = µ̂12(λ),

θ2l21Ĉ1(λ) + θ2n̂11(λ)D̂1(λ) + θ2n̂21(λ)D̂2(λ)+

+ω2R̂1(λ) + ω2p̂11(λ)Q̂1(λ) + ω2p̂21(λ)Q̂2(λ) = µ̂21(λ),

θ2l22Ĉ2(λ) + θ2n̂12(λ)D̂1(λ) + θ2n̂22(λ)D̂2(λ)+

+ω2R̂2(λ) + ω2p̂12(λ)Q̂1(λ) + ω2p̂22(λ)Q̂2(λ) = µ̂22(λ),

η1K̂11(λ)Ĉ1(λ) + η1K̂21(λ)Ĉ2(λ) + η1L11D̂1(λ)+

+γ1M̂11(λ)R̂1(λ) + γ1M̂21(λ)R̂2(λ) + γ1Q̂1(λ) = ν̂11(λ),

η1K̂12(λ)Ĉ1(λ) + η1K̂22(λ)Ĉ2(λ) + η1L12D̂2(λ)+

+γ1M̂12(λ)R̂1(λ) + γ1M̂22(λ)R̂2(λ) + γ1Q̂2(λ) = ν̂12(λ),

η2L21Ĉ1(λ) + η2N̂11(λ)D̂1(λ) + η2N̂21(λ)D̂2(λ)+

+γ2R̂1(λ) + γ2P̂11(λ)Q̂1(λ) + γ2P̂21(λ)Q̂2(λ) = ν̂21(λ),

η2L22Ĉ2(λ) + η2N̂12(λ)D̂1(λ) + η2N̂22(λ)D̂2(λ)+

+γ2R̂2(λ) + γ2P̂12(λ)Q̂1(λ) + γ2P̂22(λ)Q̂2(λ) = ν̂22(λ).

(3)

Òåîðåìà 2. Â ïðåäïîëîæåíèÿõ òåîðåìû 1 óñëîâèå
inf | detA(λ)| > 0, <λ = 1/2

ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ åäèíñòâåííîãî ðåøåíèÿ
çàäà÷è (1), (2).

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ìèíîáðíàóêè ÐÔ (ïðîåêò � FZWG-
2020-0029).
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ÓÑÒÎÉ×ÈÂÎÑÒÜ ÐÅØÅÍÈÉ
ÑÒÎÕÀÑÒÈ×ÅÑÊÈÕ ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÛÕ ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ,
ÓÏÐÀÂËßÅÌÛÕ ÀÍÒÈÏÅÐÑÈÑÒÅÍÒÍÛÌÈ ÄÐÎÁÍÛÌÈ

ÁÐÎÓÍÎÂÑÊÈÌÈ ÄÂÈÆÅÍÈßÌÈ

Ì.Ì. Âàñüêîâñêèé

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íà ïîëíîì âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå (Ω,F, P ) ñ ïîòîêîì
σ -àëãåáð (Ft)t>0 çàäàíî Ft -ñîãëàñîâàííîå äðîáíîå áðîóíîâñêîå äâèæåíèå Xt ñ ïîêà-
çàòåëåì Õåðñòà H ∈ (0, 1/2). Ñîãëàñíî [1] îïðåäåëèì ãåîìåòðè÷åñêóþ ãðóáóþ òðàåêòî-
ðèþ X = (1,X1, . . . ,Xn), Xi

s,t = (Xt−Xs)i

i!
, s, t ∈ R+ = [0,∞), i = 1, . . . , n , n = [1/H].
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Äàëåå X0,t áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç Xt. Âûáåðåì è çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî
α ∈ (0, H).

Ðàññìîòðèì ñòîõàñòè÷åñêîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

dYt = f(Yt) dXt, t ∈ R+, (1)
ãäå f ∈ Cn+1

b (R,R) � ôóíêöèÿ, èìåþùàÿ íåïðåðûâíûå è îãðàíè÷åííûå ïðîèçâîäíûå
ëþáîãî ïîðÿäêà k ∈ {0, . . . , n + 1}, f(0) = 0.

Îïðåäåëåíèå 1. Ïóñòü ξ : Ω → R � F0 -èçìåðèìàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà. Ðåøå-
íèåì óðàâíåíèÿ (1) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì Y0 = ξ áóäåì íàçûâàòü Ft -ñîãëàñîâàííûé
ïðîöåññ, ïî÷òè âñå òðàåêòîðèè êîòîðîãî ïðèíàäëåæàò Cα(R+,R), è òàêîé, ÷òî ï.í.
äëÿ âñåõ t ∈ R+ âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

Yt = ξ +

t∫

0

f(Ys) dXs, (2)

ãäå èíòåãðàë â ïðàâîé ÷àñòè ñîîòíîøåíèÿ (2) ïîíèìàåòñÿ êàê ãðóáûé ïîòðàåêòîðíûé
èíòåãðàë [1, 2].

Îïðåäåëåíèå 2. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî íóëåâîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1) óñòîé÷èâî
ïî âåðîÿòíîñòè, åñëè äëÿ ëþáûõ ε1, ε2 > 0 ñóùåñòâóåò δ = δ(ε1, ε2) > 0 òàêîå, ÷òî
äëÿ ëþáîé F0 -èçìåðèìîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ : Ω → R, |ξ| 6 δ ï.í., âûïîëíÿåòñÿ
íåðàâåíñòâî

P
(
sup
t>0

|Yt| > ε1

)
6 ε2,

ãäå Y � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì Y0 = ξ. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî
íóëåâîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1) àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî ïî âåðîÿòíîñòè, åñëè îíî
óñòîé÷èâî ïî âåðîÿòíîñòè, è ñóùåñòâóåò ∆ > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîé F0 -èçìåðèìîé
ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ : Ω → R, |ξ| 6 ∆ ï.í., èìååò ìåñòî ñõîäèìîñòü ïî âåðîÿòíîñòè

Yt
P−→

t→+∞
0.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü f ∈ Cn+1
b (R,R) , f(0) = 0. Åñëè íóëåâîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

dZt = f(Zt) dt óñòîé÷èâî ïî Ëÿïóíîâó (ñîîòâåòñòâåííî àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷è-
âî) ïðè t > 0 , òî íóëåâîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1) óñòîé÷èâî ïî âåðîÿòíîñòè (ñîîò-
âåòñòâåííî àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî ïî âåðîÿòíîñòè).

Ëèòåðàòóðà
1. Âàñüêîâñêèé Ì.Ì. Ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé,

óïðàâëÿåìûõ ãðóáûìè òðàåêòîðèÿìè ñ ïðîèçâîëüíûì ïîëîæèòåëüíûì ïîêàçàòåëåì Ã¼ëüäåðà //
Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ. 2021. Ò. 57. � 10. Ñ. 1305�1317.

2. Âàñüêîâñêèé Ì.Ì. Óñòîé÷èâîñòü ðåøåíèé ñòîõàñòè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé,
ñëàáî óïðàâëÿåìûõ ãðóáûìè òðàåêòîðèÿìè ñ ïðîèçâîëüíûì ïîëîæèòåëüíûì ïîêàçàòåëåì Ã¼ëüäåðà
// Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ. 2021. Ò. 57. � 11. Ñ. 1443�1449.

ÈÍÒÅÃÐÀËÜÍÎÅ ÓÐÀÂÍÅÍÈÅ ÔÐÅÄÃÎËÜÌÀ
Ñ ÎÏÅÐÀÒÎÐÎÌ ÑÂÅÐÒÊÈ

Þ.Ï. Âèð÷åíêî, À.Ñ. Ìàçìàíèøâèëè
Â ñîîáùåíèè ïðåäëàãàåòñÿ ðåøåíèå èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ Ôðåäãîëüìà âòîðîãî

ðîäà íà îòðåçêå [0, t] â ïðîñòðàíñòâå L2[0, T ], èíòåãðàëüíîå ÿäðî êîòîðîãî ïðåäñòàâ-
ëÿåò ïðåîáðàçîâàíèå ñâåðòêè

f(x) = ϕ(x) + λ

t∫

0

K(t− x, y)f(y) dt . (1)
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Â ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà ÿäðî K(x, y) èìååò âèä

K(x, y) = K exp
(− ν|x− y|)

ñ ïðîèçâîëüíûìè ïîñòîÿííûìè ν > 0, K > 0 âû÷èñëåí äåòåðìèíàíò è ðåçîëüâåíòà
Ôðåäãîëüìà. Ýòî âû÷èñëåíèå îñíîâàíî íà ðàñùåïëåíèè ïðîñòðàíñòâà L2[0, T ] â ïðÿ-
ìóþ ñóììó äâóõ ïðîñòðàíñòâ L(+)

2 [0, T ]⊕L(−)
2 [0, T ], êîòîðûå ñîñòîÿò, ñîîòâåòñòâåííî,

èç ÷åòíûõ è íå÷åòíûõ ôóíêöèé îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè ïðåîáðàçîâàíèÿ àðãóìåíòà
x ⇒ t− x. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèì, ââîäèòñÿ ÷åòûðåõêîìïîíåíòíûé âåêòîð

〈−f(t− x), f(t− x),−f(x), f(x)
〉

è, â ðåçóëüòàòå, âû÷èñëåíèå äåòåðìèíàíòà Ôðåäãîëüìà Q(λ), êîòîðûé ïðåäñòàâëÿåò-
ñÿ â âèäå Q(λ) = Q+(λ)Q−(λ), ñâîäèòñÿ ê íàõîæäåíèþ ôóíäàìåíòàëüíîãî ðåøåíèÿ
U(t) äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà è íà
åãî îñíîâå ïîñòðîåíèþ ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è äëÿ ýòîé ñèñòåìû, óäîâëåòâîðÿþùåãî
êîíêðåòíûì ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì â òî÷êàõ x = 0, x = T è x = T/2. Ôóíäàìåíòàëü-
íîå ðåøåíèå U(t) çàäàåòñÿ ñëåäóþùèìè ôîðìóëàìè

U(t) =

=




C+ + νS+ − λKS− −λKS− −λS+ C− − λKS+ + νS−
λKS− C+ − νS+ + λKS− C− + λKS+ − νS− λkS+

λKS+ C− + λKS+ − νS− C+ − νS+ + λKS− λkS−
C− − λKS+ + νS− −λKS− −λS− C+ + νS+ − λKS−


,

C±(t) =
1

2

[
ch(a+(λ)t)± ch(a−(λ)t)

]
, S±(t) =

1

2

[sh(a+(λ)t)

a+(λ)
± sh(a−(λ)t)

a−(λ)

]
.

Ïðåäñòàâèì ôîðìóëû, ïîëó÷åííûå â ðåçóëüòàòå âû÷èñëåíèé, ñîãëàñíî îïèñàííîìó
ìåòîäó

Q±(λ) = eνt/4
[
ch(a±(λ)t/2) +

ν

a±(λ)
sh(a±(λ)t/2)

]−1/2

, a∓(λ) =
√

ν2 ± 2νΛ. (2)

Ëèòåðàòóðà
1. Âèð÷åíêî Þ.Ï., Ìàçìàíèøâèëè À.Ñ. Ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé ñëó÷àéíîãî
ôóíêöèîíàëà ñâ¼ðòêè îò íîðìàëüíîãî ìàðêîâñêîãî ïðîöåññà // Ïðîáëåìû ïåðåäà÷è
èíôîðìàöèè. 1990. � 26; 3. C. 96�101.

ÒÅÎÐÅÌÀ ÑÓÙÅÑÒÂÎÂÀÍÈß ÐÅØÅÍÈß ÑÒÎÕÀÑÒÈ×ÅÑÊÈÕ
ÃÈÁÐÈÄÍÛÕ ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÎ-ÐÀÇÍÎÑÒÍÛÕ ÑÈÑÒÅÌ

Ä.À. Äîëæåíêîâà, À.À. Ëåâàêîâ

Ïóñòü çàäàíû âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî (Ω,F , P ) ñ ïîòîêîì Ft, íåçàâèñèìûå
(Ft)-áðîóíîâñêèå äâèæåíèÿ W (t), W1(t), ôóíêöèè

f : R+ × Rd × Rr → Rd, g : R+ × Rd × Rr → Rd,

h : R+ × Rd × Rr → Rr, q : R+ × Rd × Rr → Rr,
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êîòîðûå ïðè êàæäûõ ôèêñèðîâàííûõ (x, y) èçìåðèìû ïî Áîðåëþ è ïðè êàæäîì ôèê-
ñèðîâàííîì t íåïðåðûâíû ïî (x, y).

Ðàññìîòðèì ñòîõàñòè÷åñêóþ ãèáðèäíóþ äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíóþ ñèñòåìó

dx(t, ω) = f
(
t, x(t, ω), y(t, ω)

)
dt + g

(
t, x(t, ω), y(t, ω)

)
dW (t, ω), (1)

y(t + 1, ω) = h
(
t, x(t, ω), y(t, ω)

)
+ q

(
t, x(t, ω), y(t, ω)

)(
W1(t + 1, ω)−W1(t, ω)

)
(2)

ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè

x(0, ω) = η(ω), y(t, ω) = z(t, ω), t ∈ [0, 1), (3)

ãäå η � d-ìåðíûé (F0) -èçìåðèìûé ñëó÷àéíûé âåêòîð, z � r-ìåðíûé íåïðåðûâíûé
(F0)-ñîãëàñîâàííûé ïðîöåññ.

Îïðåäåëåíèå 1.Ïàðó ïðîöåññîâ (x(t, ω), y(t, ω)), îïðåäåëåííûõ íà âåðîÿòíîñòíîì
ïðîñòðàíñòâå

(
Ω,F , P

)
ñ ïîòîêîì Ft, áóäåì íàçûâàòü ðåøåíèåì ñèñòåìû (1)�(2) ñ

çàäàííûìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè (3), åñëè:

1) x(t, ω) � d-ìåðíûé íåïðåðûâíûé (Ft)-ñîãëàñîâàííûé ñëó÷àéíûé ïðîöåññ;

2) y(t, ω) � r-ìåðíûé êóñî÷íî-íåïðåðûâíûé (Ft)-ñîãëàñîâàííûé ñëó÷àéíûé ïðî-
öåññ, êîòîðûé íåïðåðûâåí íà ïðîìåæóòêàõ [n, n + 1), n ∈ N ∪ 0;

3) äëÿ êàæäîãî t ∈ R+ ï.í.
t∫

0

∥∥∥f
(
s, x(s, ω), y(s, ω)

)∥∥∥ ds < ∞,

t∫

0

∥∥∥g
(
s, x(s, ω), y(s, ω)

)∥∥∥
2

ds < ∞;

4) ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 äëÿ êàæäîãî t ∈ R+

x(t, ω) = η(ω) +

t∫

0

f
(
s, x(s, ω), y(t, ω)

)
ds +

t∫

0

g
(
s, x(s, ω), y(t, ω)

)
dW (s, ω), (4)

ãäå ïåðâûé èíòåãðàë ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëîì Ëåáåãà, à âòîðîé � èíòåãðàëîì Èòî, è

y(t + 1, ω) = h
(
t, x(t, ω), y(t, ω)

)
+ q

(
t, x(t, ω), y(t, ω)

)(
W1(t + 1)−W1(t)

)
. (5)

Îïðåäåëåíèå 2. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñòîõàñòè÷åñêàÿ ãèáðèäíàÿ ñèñòåìà (1)�(2) ñ
çàäàííûìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè (3) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå, åñëè äëÿ ëþáûõ
äâóõ ðåøåíèé

(
x1(t, ω), y1(t, ω)

)
è

(
x2(t, ω), y2(t, ω)

)
ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 äëÿ ëþáîãî

t ∈ R+ èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

x1(t, ω) = x2(t, ω), y1(t, ω) = y2(t, ω). (6)

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ôóíêöèè f è g óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ A), åñëè

A1) äëÿ ëþáûõ a ∈ R+, b ∈ R+ âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî
a∫

0

(
sup
‖x‖6b

(‖f(t, x(t), y(t))‖) + sup
‖x‖6b

(‖g(t, x(t), y(t))‖2
)
)

dt < ∞;
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A2) ñóùåñòâóåò âåùåñòâåííîå îòîáðàæåíèå k0(t), óäîâëåòâîðÿþùåå ïðè êàæäîì
a ∈ R+ óñëîâèþ

∫ a

0
k0(t)dt < ∞, òàêîå, ÷òî ïðè ëþáûõ x1, x2 ∈ Rd, y ∈ Rr

âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

‖f(t, x1, y)− f(t, x2, y)‖2 + ‖g(t, x1, y)− g(t, x2, y)‖2 ≤ k0(t)‖x1 − x2‖2‖y‖2;

A3) ñóùåñòâóåò âåùåñòâåííîå îòîáðàæåíèå k1(t), óäîâëåòâîðÿþùåå ïðè êàæäîì
a ∈ R+ óñëîâèþ

∫ a

0
k2

1(t) dt < ∞ òàêîå, ÷òî ïðè âñåõ t ∈ R+ è ëþáûõ x ∈ Rd,
y ∈ Rr âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

‖f(t, x, y)‖+ ‖g(t, x, y)‖ 6 k1(t)(1 + ‖x‖+ ‖y‖).

Óñëîâèå A3) îçíà÷àåò, ÷òî ôóíêöèè f è g èìåþò ëèíåéíûé ïîðÿäîê ðîñòà ïî x
è ïî y.

Òåîðåìà. Åñëè îòîáðàæåíèÿ f è g óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ A), òî äëÿ ëþáîãî
(F0)-èçìåðèìîãî ñëó÷àéíîãî âåêòîðà η(ω) è ëþáîãî íåïðåðûâíîãî (F0)-ñîãëàñîâàííîãî
ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà z(t, ω), t ∈ [0, 1), óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì

E
(‖η(ω)‖2

)
< ∞, E

( 1∫

0

‖z(t, ω)‖2 dt
)

< ∞,

ñèñòåìà (1)-(2) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè (3).
Ëèòåðàòóðà

1. Ëåâàêîâ À.À., Âàñüêîâñêèé Ì.Ì. Ñòîõàñòè÷åñêèå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ è âêëþ÷åíèÿ.
Ìèíñê: ÁÃÓ, 2019.

ÎÁÎÁÙÅÍÍÛÅ ÐÅØÅÍÈß ÑÈÑÒÅÌ
ÍÅÀÂÒÎÍÎÌÍÛÕ ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÛÕ ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ

Â ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÀÕ ËÅÁÅÃÀ

À.È. Æóê, Å.Í. Çàùóê

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó Êîøè íà îòðåçêå T = [0, a] ⊂ R :

ẋi(t) =

q∑
j=1

f ij(t, x(t))L̇j(t), i = 1, p, (1)

ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì x(0) = x0, ãäå f ij, i = 1, p, j = 1, q, � íåêîòîðûå ôóíêöèè,
x(t) = [x1(t), x2(t), ..., xp(t)], à Li(t), i = 1, q, � ôóíêöèè îãðàíè÷åííîé âàðèàöèè íà
îòðåçêå T. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ôóíêöèè Li(t), i = 1, q,
íåïðåðûâíû ñïðàâà, Li(0) = Li(0−) = 0 è Li(a−) = Li(a), i = 1, q .

Çàäà÷å (1) ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå ñëåäóþùóþ êîíå÷íî-ðàçíîñòíóþ çàäà÷ó ñ îñðåä-
íåíèåì

xi
n(t + hn)− xi

n(t) =

q∑
j=1

f ij
n (t, xn(t))[Lj

n(t + hn)− Lj
n(t)], i = 1, p, (2)
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ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì xn(t)|[0,hn) = xn0(t). Çäåñü

Lj
n(t) = (Lj ∗ ρj

n)(t) =

∫ 1

γj(n)

0

Lj(t + s)ρj
n(s) ds,

ãäå
ρj

n(t) = γj(n)ρj(γj(n)t),

γj(n)hn →∞ äëÿ j = 1, b, γj(n)hn → 0 ïðè j = b + 1, q;

ρj > 0, supp ρj ⊆ [0, 1],

∫ 1

0

ρj(s) ds = 1;

fn = f ∗ ρ̃n, ρ̃n(x0, x1, ..., xp) = npρ̃(nx0, nx1, ..., nxp), ρ̃ ∈ C∞(Rp+1), ρ̃ > 0,
∫

[0;1]p+1

ρ̃(x0, x1, ..., xp) dx0dx1...dxp = 1, supp ρ̃ ⊂ [0; 1]p+1.

Äëÿ îïèñàíèÿ ïðåäåëüíîãî ïîâåäåíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (2) ðàññìîòðèì ñèñòåìó

xi(t) = xi
0 +

q∑
j=1

t∫

0

f ij(s, x(s)) dLjc(s) +
∑
µr6t

Si(µr, x(µ−r ), ∆L(µr)), i = 1, p, (3)

ãäå Ljc(t) � íåïðåðûâíàÿ, à Ljd(t) � ðàçðûâíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ ôóíêöèè Lj(t) , µj
r,

r = 1, 2, . . . � òî÷êè ðàçðûâà ôóíêöèè Lj(t) , ∆Lj(µr) = Ljd(µ+
r )−Ljd(µ−r ) � âåëè÷èíà

ñêà÷êà, Si(µ, x, u) = ϕi(1, µ, x, u)−ϕi(0, µ, x, u), à ϕi(t, µ, x, u) íàõîäèòñÿ èç óðàâíåíèÿ

ϕi(t, µ, x, u) = xi +
b∑

j=1

uj

t∫

0

f ij
(
µ, ϕ(s−, µ, x, u)

)
dH(s− 1)+

+

q∑

j=b+1

uj

t∫

0

f ij
(
µ, ϕ(s, µ, x, u)

)
ds, i = 1, p, j = 1, q.

Òåîðåìà. Ïóñòü f ij, i = 1, p, j = 1, q, óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ ëèíåéíîãî ðîñòà
è îãðàíè÷åíû. Lj(t), j = 1, b, � íåïðåðûâíûå ñïðàâà ôóíêöèè îãðàíè÷åííîé âàðèàöèè.
Òîãäà ïðè n →∞, hn →0, γj(n) →∞ òàê, ÷òî äëÿ j = 1, b ñïðàâåäëèâî γj(n)hn→∞,
è äëÿ j = b + 1, q âûïîëíÿåòñÿ γj(n)hn → 0, ðåøåíèå xn(t) çàäà÷è Êîøè (2) ñõî-
äèòñÿ ê ðåøåíèþ ñèñòåìû óðàâíåíèé (3) â Lp(T ), åñëè

∫ |xn0(τt)− x0|p dt → 0.
Àíàëîãè÷íàÿ òåîðåìà ñ äðóãèìè óñëîâèÿìè äëÿ ôóíêöèé f ij áûëà ïîëó÷åíà â [1].
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Î ÐÅØÅÍÈÈ ËÈÍÅÉÍÎÃÎ ÓÐÀÂÍÅÍÈß
ÌÀÒÐÈ×ÍÎÃÎ ÒÈÏÀ Ñ ÂÀÐÈÀÖÈÎÍÍÛÌÈ ÏÐÎÈÇÂÎÄÍÛÌÈ

Ì.Â. Èãíàòåíêî, Ë.À. ßíîâè÷

Òåîðèÿ âàðèàöèîííûõ ïðîèçâîäíûõ, èõ ñâîéñòâ, äèôôåðåíöèàëüíûõ è èíòåãðî-
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ âàðèàöèîííûìè ïðîèçâîäíûìè äîñòàòî÷íî ïîëíî èç-
ëîæåíà, íàïðèìåð, â ìîíîãðàôèÿõ [1�3], è èìååò ìíîãî÷èñëåííûå ïðèëîæåíèÿ â ñòà-
òèñòè÷åñêîé ôèçèêå, êâàíòîâîé òåîðèè ïîëÿ, ãèäðîìåõàíèêå è äðóãèõ îáëàñòÿõ.

Ðàññìîòðèì ìàòðè÷íîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ñ âàðèàöèîííûìè ïðîèçâîä-
íûìè ïåðâîãî è âòîðîãî ïîðÿäêîâ

δ2I (x)

δx (t) δx (t)
− A

δI (x)

δx (t)
+

1

4
A2I (x) = 0, (1)

ãäå I (x) � èñêîìûé ìàòðè÷íîçíà÷íûé îïåðàòîð, îïðåäåëåííûé íà ôóíêöèîíàëüíîì
ïðîñòðàíñòâå X, íàïðèìåð, C (T ) èëè L2 (T ) (T ∈ R) ; A � ïîñòîÿííàÿ êâàäðàòíàÿ
ìàòðèöà.

Òåîðåìà. Èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð

I (x) = exp

∫

T

1

2
Ax (t) dt


C1 + C2

∫

T

x (t) dt


, (2)

ãäå C1 è C2 � ïðîèçâîëüíûå ìàòðèöû òîãî æå ðàçìåðà, ÷òî è A, ïðè óñëîâèè
ñóùåñòâîâàíèÿ îáðàòíîé ìàòðèöû A−1 ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (1).

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû ïðåäâàðèòåëüíî âû÷èñëèì äèôôåðåíöèàëû Ãàòî ïåð-
âîãî ïîðÿäêà δI [x; h] ïî íàïðàâëåíèþ h = h (t) è âòîðîãî ïîðÿäêà δ2I [x; h1, h2] ïî
íàïðàâëåíèÿì h1 = h1 (t) è h2 = h2 (t) â òî÷êå x = x (t) äëÿ îïåðàòîðà I (x) âèäà
(2). Èìååì

δI [x; h] = lim
λ→0

I (x + λh)− I (x)

λ
=

dI (x + λh)

dλ

∣∣∣∣
λ=0

=

=


exp

∫

T

1

2
A(x(t) + λh(t))dt


C1 + C2

∫

T

(x(t) + λh(t))dt







′

λ

∣∣∣∣∣∣∣
λ=0

=

=
1

2
A exp

∫

T

1

2
Ax(t)dt


C1 + C2

∫

T

x(t)dt




∫

T

h(s)ds + C2 exp

∫

T

1

2
Ax(t)dt

∫

T

h(s)ds;

δ2I [x; h1, h2] =
∂2I (x + λ1h1 + λ2h2)

∂λ1∂λ2

∣∣∣∣
λ1=λ2=0

=

=
∂2

(
exp

∫
T

1
2
A(x(t)+λ1h1(t)+λ2h2(t))dt

[
C1+C2

∫
T
(x(t)+λ1h1(t)+λ2h2(t))dt

])

∂λ1∂λ2

∣∣∣∣∣
λ1=λ2=0

=

=
1

4
A2 exp

∫

T

1

2
Ax(t)dt


C1 + C2

∫

T

x(t)dt




∫

T

∫

T

h1(s1)h2(s2)ds1ds2+
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+AC2 exp

∫

T

1

2
Ax(t)dt

∫

T

∫

T

h1(s1)h2(s2)ds1ds2.

Äàëåå, ñ ó÷åòîì îïðåäåëåíèé

δI [x; h] =

∫

T

δI (x)

δx (t)
h(s)ds, δ2I [x; h1, h2] =

∫

T

∫

T

δ2I (x)

δx (t) δx (t)
h1(s1)h2(s2)ds1ds2,

ïîëó÷èì ñëåäóþùèå ïðàâèëà äëÿ âû÷èñëåíèÿ âàðèàöèîííûõ ïðîèçâîäíûõ δI (x)

δx (t)
,

δ2I (x)

δx (t) δx (t)
ïåðâîãî è âòîðîãî ïîðÿäêîâ ñîîòâåòñòâåííî:

δI (x)

δx (t)
=

1

2
A exp

∫

T

1

2
Ax (t) dt


C1 + C2

∫

T

x (t) dt


 + C2 exp

∫

T

1

2
Ax (t) dt, (3)

δ2I (x)

δx (t) δx (t)
=

1

4
A2 exp

∫

T

1

2
Ax (t) dt


C1 + C2

∫

T

x (t) dt


 + AC2 exp

∫

T

1

2
Ax (t) dt. (4)

Òàê êàê ëåâàÿ ÷àñòü δ2I (x)

δx (t) δx (t)
ðàâåíñòâà (4) ñîâïàäàåò ñ ðàçíîñòüþ

AδI (x)

δx (t)
− 1

4
A2I (x) ,

òî èç ñèñòåìû óðàâíåíèé (3), (4) ïðè óñëîâèè ñóùåñòâîâàíèÿ ìàòðèöû A−1 èìååì

I (x) = exp

∫

T

1

2
Ax (t) dt


C1 + C2

∫

T

x (t) dt


,

ò.å. èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð (2) äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (1).
Îòìåòèì, ÷òî òî÷íîå è ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå îòäåëüíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-

íåíèé ñ âàðèàöèîííûìè ïðîèçâîäíûìè ïåðâîãî è âòîðîãî ïîðÿäêîâ, âñòðå÷àþùèõñÿ
â ðàçëè÷íûõ ïðèêëàäíûõ îáëàñòÿõ è ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêå, ïðåäëîæåíî â ðàáîòå
[4]. Ðåøåíèå íåêîòîðûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ èíòåãðàëüíûìè îïåðàòîðà-
ìè ñïåöèàëüíîãî âèäà è ïåðâûìè âàðèàöèîííûìè ïðîèçâîäíûìè, ïîëó÷åííîå èíòåð-
ïîëÿöèîííûìè ìåòîäàìè, ðàññìîòðåíî â ñòàòüå [5]. Äîñòàòî÷íî ïîëíàÿ òåîðèÿ èíòåð-
ïîëèðîâàíèÿ îïåðàòîðîâ, çàäàííûõ íà ìíîæåñòâàõ ôóíêöèé è ìàòðèö, èçëîæåíà â
ìîíîãðàôèÿõ [6�9].
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ÏÐÈÌÅÍÅÍÈÅ ÀÂÒÎÐÅÃÐÅÑÑÈÎÍÍÎÉ ÌÎÄÅËÈ
ÄÐÎÁÍÎ-ÈÍÒÅÃÐÈÐÎÂÀÍÍÎÃÎ ÑÊÎËÜÇßÙÅÃÎ ÑÐÅÄÍÅÃÎ

ÄËß ÀÍÀËÈÇÀ ÔÈÍÀÍÑÎÂÛÕ ÂÐÅÌÅÍÍÛÕ ÐßÄÎÂ
Ñ ÄËÈÍÍÎÉ ÏÀÌßÒÜÞ

Ñ.Â. Ðîãîçèí, Ð.Â. Çó¼íîê, Ì.Â. Äóáàòîâñêàÿ
Â äîêëàäå îáñóæäàåòñÿ ïðèìåíåíèå ìîäåëè ARFIMA äëÿ èññëåäîâàíèÿ ôèíàí-

ñîâûõ âðåìåííûõ ðÿäîâ ñ äëèííîé ïàìÿòüþ. Âðåìåííûå ðÿäû ñ äëèííîé ïàìÿòüþ
âîçíèêàþò ïðè àíàëèçå âàëþòíûõ ðûíêîâ, ìàêðîýêîíîìè÷åñêèõ ïîêàçàòåëåé, äîõîä-
íîñòè ôèíàíñîâûõ àêòèâîâ è èçó÷åíèè äðóãèõ ýêîíîìè÷åñêèõ îáúåêòîâ è ïðîöåññîâ
(ñì, íàïðèìåð, [1-3]). Ðÿäû ñ äëèííîé ïàìÿòüþ õàðàêòåðèçóþòñÿ ôóíêöèåé àâòîêîð-
ðåëÿöèè, êîòîðàÿ ìåäëåííî óáûâàåò ïî ìåðå óâåëè÷åíèÿ âðåìåííîãî ëàãà. Äëÿ òàêèõ
ðÿäîâ ñóùåñòâóåò çàâèñèìîñòü ìåæäó äàëåêî îòñòîÿùèìè äðóã îò äðóãà íàáëþäåíèÿ-
ìè. Åñòåñòâåííî ïðåäïîëàãàòü, ÷òî äëèííàÿ ïàìÿòü ìîæåò áûòü îáíàðóæåíà ëèøü â
íàáëþäåíèÿõ, îòíîñÿùèõñÿ ê çíà÷èòåëüíîìó âðåìåííîìó ïðîìåæóòêó. Ñ äðóãîé ñòî-
ðîíû ìîäåëèðîâàíèå òàêèõ âðåìåííûõ ðÿäîâ ïîçâîëÿåò ñòðîèòü äîëãîñðî÷íûå ïðîãíî-
çû, îòëè÷íûå îò ïðîãíîçîâ, ïîëó÷åííûõ íà îñíîâå ðàíåå ñóùåñòâîâàâøèõ ìîäåëåé è
â áîëüøåé ñòåïåíè ñîîòâåòñòâóþùèå èññëåäóåìûì äàííûì. Ïîíÿòèå äëèííîé ïàìÿòè
çàíèìàåò ïðîìåæóòî÷íîå ìåñòî ìåæäó ïîíÿòèÿìè êîðîòêîé è áåñêîíå÷íîé ïàìÿòè [1].

Ãîâîðÿò, ÷òî ñòîõàñòè÷åñêèé ïðîöåññ ÿâëÿåòñÿ ïðîöåññîì ñ äëèííîé ïàìÿòüþ, åñëè
åãî ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

f(λ) ∼ c|λ|−2d, λ → 0. (1)

Äëÿ õàðàêòåðèñòèêè ïðîöåññà Xt ñ äëèííîé ïàìÿòüþ èñïîëüçóåòñÿ ñëåäóþùèé
ïîêàçàòåëü

d = H − 1

2
, (2)

ãäå H � ïîêàçàòåëü Õåðñòà (ñì. [1]).
Äëÿ ðÿäîâ ñ êîðîòêîé ïàìÿòüþ ýôôåêò øîêà íå îêàçûâàåò âëèÿíèÿ íà èõ ïîâåäåíèå

â äîëãîñðî÷íîì ïåðèîäå. Äëÿ ðÿäà ñ áåñêîíå÷íîé ïàìÿòüþ ýôôåêò øîêà ñêàçûâàåòñÿ
íà âñåõ áóäóùèõ çíà÷åíèÿõ äàííîãî ðÿäà. Â ïðîìåæóòî÷íîì ñëó÷àå ýôôåêò êðàéíå
äëèòåëüíûé, íî íå ïåðìàíåíòíûé.

Ëèíåéíàÿ àâòîðåãðåññèîííàÿ äðîáíî-èíòåãðèðîâàííàÿ ìîäåëü ñêîëüçÿùåãî ñðåäíå-
ãî ARFIMA(p, d, q) ïðåäëîæåíà â [2] â êà÷åñòâå îáîáùåíèÿ èçâåñòíîé àâòîðåãðåññè-
îííîé èíòåãðèðîâàííîé ìîäåëè ñêîëüçÿùåãî ñðåäíåãî ARIMA(p, q) è àâòîðåãðåññè-
îííîé ìîäåëè ñêîëüçÿùåãî ñðåäíåãî ARMA(p, q). Â ìîäåëè ARIMA(p, q) ïàðàìåòð p
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õàðàêòåðèçóåò àâòîðåãðåññèîííóþ ôóíêöèþ, à ïàðàìåòð q ñâÿçàí ñ ìîäåëüþ ñêîëüçÿ-
ùåãî ñðåäíåãî. Ìîäåëü àâòîðåãðåññèè � ýòî ðàñøèðåíèå ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ, êîòî-
ðîå âêëþ÷àåò ïðîøåäøèå ñîáûòèÿ. Ýòà ìîäåëü ëèíåéíî çàâèñèò îò ïðîøåäøèõ ñîáû-
òèé è â îñíîâíîì ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðåãðåññèîííóþ ìîäåëü, â êîòîðîé ïðåäûäóùèå
÷ëåíû ÿâëÿþòñÿ ïðåäèêòîðàìè. Ìîäåëü ñêîëüçÿùåãî ñðåäíåãî àíàëîãè÷íà ìîäåëè àâ-
òîðåãðåññèè, çà èñêëþ÷åíèåì òîãî, ÷òî îíà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ
ïðîøëûõ çíà÷åíèé áåëîãî øóìà. Ðàçíèöà ìåæäó íèìè çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ìîäåëü
MA(1) áóäåò ó÷èòûâàòü òîëüêî ïîñëåäíåå ðåçêîå èçìåíåíèå äàííûõ, à íå âñå ïðåäû-
äóùèå, êîòîðûå ó÷èòûâàþòñÿ ìîäåëüþ AR(1) . Ìîäåëü ARMA ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
êîìáèíàöèþ ìîäåëåé AR è MA ñ öåëüþ óëàâëèâàòü êàê ýôôåêòû ó÷àñòíèêîâ ðûí-
êà (ýôôåêòû èìïóëüñà è âîçâðàòà ê ñðåäíåìó), òàê è õàðàêòåðèçîâàòü èíôîðìàöèþ
î øîêå (íåîæèäàííîå ñîáûòèå). Ìîäåëè AR , MA è ARMA íå ÿâëÿþòñÿ óñëîâíî
ãåòåðîñêåäàñòè÷íûìè è íå ó÷èòûâàþò êëàñòåðèçàöèþ âîëàòèëüíîñòè.

Ïðèâåäåì ôîðìàëüíîå îïðåäåëåíèå ìîäåëè ARFIMA(p, d, q) ñëåäóÿ [4]. Ãîâîðÿò,
÷òî ïðîöåññ Xt ÿâëÿåòñÿ àâòîðåãðåññèîííûì ïîðÿäêà p ïðîèíòåãðèðîâàííûì ïðî-
öåññîì I(d) ïîðÿäêà d ñêîëüçÿùåãî ñðåäíåãî ïîðÿäêà q , åñëè èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå
åãî ïðåäñòàâëåíèå

(1− L)d yt = εt, t = 1, . . . , T,

ϕ(L) (1− L)d Xt = θ(L)ηt, (3)

ãäå
ϕ(L)εt = Θ(L)ηt, Φ(L)εt = θ(L)ηt, ηt ∼ N(0, σ2).

Çäåñü L � ëàãîâûé îïåðàòîð îáðàòíîãî ñäâèãà (LXt = Xt−1 ), ϕ(L), θ(L) � ìíîãî÷ëå-
íû: ϕ(L) = 1− ϕ1L− . . . − ϕpL

p, θ(L) = 1− θ1L− . . . − θqL
q, à ïðîöåññ εt ÿâëÿåòñÿ

ïðîöåññîì ñ êîðîòêîé ïàìÿòüþ, ò.å. I(0). Ïàðàìåòð d ñ÷èòàåòñÿ â ýòîì ñëó÷àå äðîá-
íûì ÷èñëîì d ∈ [−1

2
, 1

2

]
. Îïåðàòîð (1− L)d èìååò ñëåäóþùåå ðàçëîæåíèå â ðÿä

(ò.å. ÿâëÿåòñÿ îáîáùåííîé îïåðàòîðíî-çíà÷íîé ôóíêöèåé Ìèòòàã�Ëåôôëåðà [5])

(1−B)d =
∞∑

j=0

Γ(j − d)

Γ(−d)Γ(j + 1)
Bj,

ãäå Γ(z) =
∞∫
0

tz−1e−t dt � ãàììà-ôóíêöèÿ Ýéëåðà.Àâòîêîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ òàêîãî

ðÿäà â ñëó÷àå d ∈ (
0, 1

2

)
èìååò âèä

ρk =
Γ(1− d)Γ(k + d)

Γ(d)Γ(k + 1− d)
∼ Γ(1− d)

Γ(d)
k2d−1, k →∞.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè d ∈ (
0, 1

2

)
ïðîöåññ ÿâëÿåòñÿ ñòàöèîíàðíûì. Åñëè d = 0, òî ïðî-

öåññ èìååò êîðîòêóþ ïàìÿòü, ò.å. ïî ñóùåñòâó ýòî áåëûé øóì (ìîäåëü ARMA(p, q)).
Ïðè d ∈ (−1

2
, 0

)
ãîâîðÿò, ÷òî ïðîöåññ ñîîòâåòñòâóåò ðÿäó, îáëàäàþùåìó ñâîéñòâîì

àíòèïåðñèñòåíòíîñòè. Ïðè d ∈ (
1
2
, 1

)
ïðîöåññ ÿâëÿåòñÿ íåñòàöèîíàðíûì. Ïðè d = 1

ïðîöåññ Xt � ýòî ôàêòè÷åñêè ïðîöåññ åäèíè÷íîãî êîðíÿ (ìîäåëü ARIMA(p, q)).
Â äîêëàäå îáñóæäàåòñÿ ïðèìåíåíèå ïðîöåññîâ ñ äëèííîé ïàìÿòüþ äëÿ àíàëèçà äî-

õîäíîñòè êóðñîâ âàëþò. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà áåðåòñÿ èññëåäîâàíèå êóðñà áåëîðóññêîãî
ðóáëÿ îòíîñèòåëüíî äîëëàðà ÑØÀ. Èñïîëüçîâàíû åæåäíåâíûå äàííûå Íàöèîíàëüíî-
ãî áàíêà Ðåñïóáëèêè Áåëàðóñü çà ïåðèîä 01.01.2016 � 01.12.2021. Ïðîãíîç ñòðîèëñÿ íà
îäíîé è òîé æå âûáîðêå ñ èñïîëüçîâàíèåì ðàçëè÷íûõ êëàññîâ ìîäåëåé, à èìåííî ìî-
äåëü �áåëîãî øóìà�, ARMA(2, 8) è èòîãîâàÿ ìîäåëü ARFIMA(2, 0.18, 8). Èòîãîâàÿ
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ìîäåëü îêàçàëàñü íàèáîëåå ïðèãîäíîé äëÿ ïðîãíîçèðîâàíèÿ, òàê êàê åå ïîêàçàòåëè,
õîòü è íåçíà÷èòåëüíî, íî ïðåâîñõîäÿò ïîêàçàòåëè ïðîãíîçíîé ñèëû ìîäåëè ARMA.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÃÏÍÈ �Êîíâåðãåíöèÿ-2025�,
ÍÈÐ 1.7.01.4.
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Î ÑÎÂÐÅÌÅÍÍÛÕ ÐÀÁÎÒÀÕ
ÏÎ ÒÅÎÐÈÈ ÎÏÅÐÀÒÎÐÎÂ ÏÐÅÎÁÐÀÇÎÂÀÍÈß

Ñ.Ì. Ñèòíèê, Àáäóë Àõàä Àðèàí,
Àë-Êàðõè Õàèòõàì, Àáäóë Ìîõàììàä Êóäîñè

Â äîêëàäå áóäóò èçëîæåíû íåêîòîðûå ñîâðåìåííûå èññëåäîâàíèÿ ïî òåîðèè îïå-
ðàòîðîâ ïðåîáðàçîâàíèÿ è èõ ïðèëîæåíèÿì ê äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì. Ðàñ-
ñìàòðèâàþòñÿ îïðåäåë¼ííûå òèïû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ îñîáåííîñòÿìè â
êîýôôèöèåíòàõ, îñíîâíîå âíèìàíèå óäåëÿåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì ñ îïå-
ðàòîðàìè Áåññåëÿ

Bνu(x) =
d2

dx2
u(x) +

ν

x

d

dx
u(x).

Â äîêëàäå ñîâðåìåííûå èññëåäîâàíèÿ ïî òåîðèè îïåðàòîðîâ ïðåîáðàçîâàíèÿ è èõ
ïðèëîæåíèÿì ê äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì ðàññìàòðèâàþòñÿ íà îñíîâå ðÿäà ïî-
ñëåäíèõ ïóáëèêàöèé ïî ýòîé òåìàòèêå, ñì. [1�7]. Ñðåäè íèõ îñîáî îòìåòèì îïóáëè-
êîâàííûé â 2020 ã. â èçäàòåëüñòâå Springer â ñåðèè Trends in Mathematics ñáîðíèê
ðàáîò [5] ïîä ðåäàêöèåé Â.Â. Êðàâ÷åíêî è Ñ.Ì. Ñèòíèêà ïî ñîâðåìåííîé òåîðèè îïå-
ðàòîðîâ ïðåîáðàçîâàíèÿ, à òàêæå îðãàíèçîâàííóþ Â.Â. Êðàâ÷åíêî â îêòÿáðå 2020 ã. â
Êýðåòàðî, Ìåêñèêà, CINVESTAV, ïåðâóþ ñïåöèàëèçèðîâàííóþ êîíôåðåíöèþ ïî òåî-
ðèè îïåðàòîðîâ ïðåîáðàçîâàíèÿ [7], ïîëó÷èâøóþ ñëàäêî çâó÷àùåå ïî�ðóññêè íàçâàíèå
TORT (Transmutation Operators and Related Topics). Â êîíôåðåíöèè ïðèíÿëè ó÷àñòèå
ðÿä èçâåñòíûõ ìàòåìàòèêîâ.

Òàêèì îáðàçîì, òåîðèÿ îïåðàòîðîâ ïðåîáðàçîâàíèÿ è èõ ìíîãî÷èñëåííûõ ïðèëî-
æåíèé ÿâëÿåòñÿ æèâîé è àêòèâíîé âåòâüþ ñîâðåìåííîé ìàòåìàòèêè. Îïåðàòîðàì ïðå-
îáðàçîâàíèÿ è èõ ðàçëè÷íûì ïðèìåíåíèÿì ïîñâÿùåíî äîñòàòî÷íîå ÷èñëî ïóáëèêàöèé,
â òîì ÷èñëå èçäàþùèõñÿ ìîíîãðàôèé è ñáîðíèêîâ.
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ÍÀ×ÀËÜÍÛÅ ÊÎÌÏÎÍÅÍÒÛ
ÑÈÑÒÅÌÍÎÃÎ ÝÂÎËÞÖÈÎÍÍÎÃÎ ÎÏÅÐÀÒÎÐÀ

ÄËß ÈÍÒÅÃÐÎ-ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÎÉ ÑÈÑÒÅÌÛ

È.Â. Òðèôîíîâà

Ê âîïðîñó îïèñàíèÿ ðåøåíèÿ ñèñòåì èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé íà
ïðîòÿæåíèè ïîñëåäíåãî ñòîëåòèÿ îáðàùàëèñü ìíîãèå èññëåäîâàòåëè, êàê ôèçèêè, òàê
è ìàòåìàòèêè [1-2], à ðàçðàáîòêà òåîðèè íåëèíåéíûõ èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-
íåíèé áûëà íà÷àòà åùå À.Ì. Ëÿïóíîâûì, Ý. Øìèäòîì, À. Õàììåðøòåéíîì, Ë. Ëèõ-
òåíøòåéíîì. Îïèøåì âîçìîæíîñòè ïðèìåíåíèÿ òåîðèè íåëèíåéíûõ ýâîëþöèîííûõ
îïåðàòîðîâ âòîðîé êðàòíîñòè ñ îáîáùåííûìè õàðàêòåðèñòèêàìè [3] ê ïðèáëèæåíèþ
ðåøåíèÿ íåëèíåéíîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû. Ñèñòåìíûé îïåðàòîð A âòîðîé êðàòíî-
ñòè îïðåäåëÿåòñÿ êàê:

A(x1, x2) =
∑
n1,n2

Sn1+n2

(
an1,n2 ∗ (x⊗n1

1 ⊗ x⊗n2
2 )

)
, (x1, x2) ∈ X2,

ãäå X � èíäóêòèâíûé ïðåäåë ñåìåéñòâà ïðîñòðàíñòâ Xa áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöè-
ðóåìûõ ôóíêöèé íà ÷èñëîâîé îñè, íîñèòåëè êîòîðûõ ñîäåðæàòñÿ íà [a;∞); an1,n2 �
îáîáùåííàÿ ôóíêöèÿ ñ íîñèòåëåì [0;∞)n; Sn1+n2 � îïåðàòîð ñîêðàùåíèÿ ïåðåìåí-
íûõ n-ãî ïîðÿäêà (n = n1 +n2); x⊗n1

j � òåíçîðíàÿ ñòåïåíü n1-ãî ïîðÿäêà xj, j = 1, 2;
∗ � n-ìåðíàÿ ñâåðòêà îáîáùåííûõ ôóíêöèé. ×èñëåííîå îïèñàíèå ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû
ñòðîèòñÿ íà êîìïëåêñíûõ êîýôôèöèåíòàõ ïåðåäà÷è â âèäå ñïåêòðàëüíûõ õàðàêòåðè-
ñòèê íåëèíåéíîãî îïåðàòîðà [4]. Òîãäà äëÿ ñèñòåìû





t∫

0

K1(t− s)x1(s) ds + x′1(t) + x1(t) + x2(t) + x2
1(t) + x1(t)x2(t) + x2

2(t) = f1(t),

t∫

0

K2(t− s)x1(s) ds + x′2(t) + x1(t) + x2(t) + x2
1(t) + x1(t)x2(t) + x2

2(t) = f2(t),

ãäå f1, f2 � îáîáùåííûå ôóíêöèè ñ íîñèòåëåì íà çàìêíóòîé ïîëîæèòåëüíîé ïîëó-
îñè, íà÷àëüíûå èìïóëüñíûå õàðàêòåðèñòèêè ñèñòåìíîãî îïåðàòîðà ïðåäñòàâëÿþòñÿ â
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ñëåäóþùåì âèäå:

A1(x1, x2) =

(
a1

1,0 = K1 + δ′ + δ a1
0,1 = δ

a2
1,0 = δ a2

0,1 = K2 + δ′ + δ

)
∗

(
x1

x2

)
,

A2(x1, x2) =

(
a1

2,0 = K11 + δ⊗2 a1
1,1 = δ⊗2 a1

0,2 = δ⊗2

a2
2,0 = δ⊗2 a2

1,1 = δ⊗2 a2
0,2 = K22 + δ⊗2

)
∗




x⊗2
1

x1 ⊗ x2

x⊗2
2


,

Ak = 0 ∀k > 3,

ãäå δ � äåëüòà-ôóíêöèÿ Äèðàêà, δ′ � îáîáùåííàÿ ïðîèçâîäíàÿ äåëüòà-ôóíêöèè.
Íà îñíîâàíèè òåîðåìû î êîìïîçèöèè ñèñòåìíûõ ýâîëþöèîííûõ îïåðàòîðîâ âòîðîé

êðàòíîñòè, ïîñëå ïðèìåíåíèÿ îáîáùåííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà, ïîëó÷èì ìàòðè-
öû îáîáùåííûõ ñïåêòðàëüíûõ õàðàêòåðèñòèê (ãn,m) îïåðàòîðíûõ êîìïîíåíò ñèñòåì-
íîãî îïåðàòîðà A

Ã1 =

(
K̃1(λ) + λ + 1 1

1 K̃2(λ) + λ + 1

)
,

Ã2 =

(
1 1 1
1 1 1

)
, Ãk = 0 ∀k > 3.

Íàéäåì îáðàòíóþ ìàòðèöó ê Ã1. Ñòðîèì íà÷àëüíûå êîìïîíåíòû àñèìïòîòè÷åñêè
îáðàòíîãî ñèñòåìíîãî îïåðàòîðà B ê îïåðàòîðó A, êîòîðûå îáîçíà÷èì B1 è B2.

∆ = (K̃1(λ) + λ + 1)(K̃2(λ) + λ + 1)− 1 =

= K̃1K̃2 + λK̃1(λ) + λK̃2(λ) + K̃1(λ) + K̃2(λ) + λ2 + λ,

B̃1 =
1

∆

(
K̃2(λ) + λ + 1 −1

−1 K̃1(λ) + λ + 1

)
, B̃2 = B̃2(B̃1, B̃1).

Íà îñíîâàíèè îáðàòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà, ïðèìåíÿåìîãî ê ïîñòðîåííîé
ìàòðèöå, âûïîëíÿåòñÿ ïîñòðîåíèå ìàòðèö èìïóëüñíûõ õàðàêòåðèñòèê íà÷àëüíûõ êîì-
ïîíåíò àñèìïòîòè÷åñêè îáðàòíîãî ñèñòåìíîãî îïåðàòîðà B. Ðåêóðñèâíûé àëãîðèòì
ïîçâîëÿåò îïèñàòü ñèñòåìíûé îïåðàòîð B.
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Î ÒÎ×ÍÎÌ ÀÍÀËÈÒÈ×ÅÑÊÎÌ ÐÅØÅÍÈÈ ÃÈÏÅÐÑÈÍÃÓËßÐÍÛÕ
ÈÍÒÅÃÐÎ-ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÛÕ ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ

Ñ ÏÅÐÅÌÅÍÍÛÌÈ ÊÎÝÔÔÈÖÈÅÍÒÀÌÈ

À.Ï. Øèëèí

Ïðîäîëæåíî èññëåäîâàíèå óðàâíåíèÿ
n∑

k=0

(
akϕ

(k)(t) +
k!bk

πi

∫

L

ϕ(τ)dτ

(τ − t)k+1

)
= f(t), t ∈ L, (1)

ñ èíòåãðàëàìè, ïîíèìàåìûìè â ñìûñëå êîíå÷íîé ÷àñòè ïî Àäàìàðó. Â ýòîì óðàâ-
íåíèè L � ïðîñòàÿ ãëàäêàÿ çàìêíóòàÿ êðèâàÿ íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè, f(t) �
H -íåïðåðûâíàÿ (ò.å. óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ Ãåëüäåðà) çàäàííàÿ ôóíêöèÿ, ϕ(t) �
èñêîìàÿ ôóíêöèÿ, H -íåïðåðûâíàÿ âìåñòå ñî ñâîèìè âõîäÿùèìè â óðàâíåíèå ïðîèç-
âîäíûìè, n ∈ N. Â ñëó÷àå ïîñòîÿííûõ êîýôôèöèåíòîâ ak, bk òî÷íîå àíàëèòè÷åñêîå
ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1) äàíî â [1]. Â [2] óêàçàí ñïîñîá èññëåäîâàíèÿ óðàâíåíèÿ (1)
ñ ïåðåìåííûìè êîýôôèöèåíòàìè âèäà

ak = a(t)Ak(t) + b(t)Bk(t), bk = a(t)Ak(t)− b(t)Bk(t), k = 0, n,

ãäå a(t), b(t) � H -íåïðåðûâíûå ôóíêöèè. Ïðè ïîäõîäÿùåì ïîäáîðå ôóíêöèé Ak(t),
Bk(t) âîçìîæíîñòü òî÷íîãî àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ñîõðàíÿåòñÿ. Óêàçàíû
äâà íîâûõ òàêèõ ñëó÷àÿ.

1.

Ak(t) =
n+k∑

s=2k

as−k,kcn+k−s ts, Bk(t) =
n+k∑

s=2k

as−k,kdn+k−s ts,

ãäå cj, dj � çàäàííûå êîìïëåêñíûå ÷èñëà, j = 0, n ; ajm � çàäàííûå öåëûå ÷èñëà, ïðè÷åì

c0 = d0 = 1, ajj = (−1)j, aj0 = 0, j = 0, n;

ajm = (1− j −m)aj−1,m − aj−1,m−1, j = 2, n, m = 1, j − 1;

2.
Ak(t) = (Ek − αEk+1) t− Ek+1, Bk(t) = (Fk − βFk+1) t− Fk+1,

ãäå α, β, Ek, Fk, k = 0, n + 1, � çàäàííûå êîìïëåêñíûå ÷èñëà, ïðè÷åì

E0 = F0 = En+1 = Fn+1 = 0, En = Fn = 1,

êîðíè óðàâíåíèé
n−1∑
k=0

Ek+1λ
k = 0,

n−1∑
k=0

Fk+1λ
k = 0 îäíîêðàòíû,

n−1∑

k=0

Ek+1α
k 6= 0,

n−1∑

k=0

Fk+1β
k 6= 0, n > 2.

Â óêàçàííûõ ñëó÷àÿõ ïðîâåäåí ïîëíûé êîíñòðóêòèâíûé àíàëèç óðàâíåíèÿ (1),
ðåøåíû â ÿâíîì âèäå ïðèìåðû. Ðåøåíèå îñíîâàíî íà èñïîëüçîâàíèè îáîáùåííûõ ôîð-
ìóë Ñîõîöêîãî, ñâîäÿùèõ óðàâíåíèå ê êðàåâîé çàäà÷å Ðèìàíà â íåêîòîðîì êëàññå
ôóíêöèé. Ïîñëå ðåøåíèÿ çàäà÷è Ðèìàíà ñëåäóåò åùå ðåøàòü â îáëàñòÿõ êîìïëåêñ-
íîé ïëîñêîñòè ëèíåéíûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ äëÿ àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé
ñ äîïîëíèòåëüíûìè óñëîâèÿìè. ×àñòè÷íî ðåçóëüòàòû ñîäåðæàòñÿ â [3].
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ON SPECTRAL PROBLEM FOR MHD EQUATION

M.P. Dymkov, V.M. Dymkou

We are interesting the equations that govern for the simplest cases the liquid metal �ow
magnetohydrodynamics that, in particular, can be used in the nuclear fusion reactor.

We consider the case of a spacially periodic, incompressible, conducting �uid in a 3D
cubic box Ω of size L = Lbox under imposed homogeneous and steady magnetic �eld B0

aligned with the vertical direction ez. The governing equations can be reduced to a single
one involving the velocity and pressure only (see [1,2]) as follows

∂

∂t
u(x, t) + (u · ∇)u +∇p = ∇2u− Ha2∇−2∂2u

∂z2
+ Grf(x, t), ∇ · u = 0,

where following notations are used u(x, t) is the velocity-vector of the �ow, f(x, t) is the
external forcing, x = (x, y, x) is the spatial variable, t is time, Ha = LrefB0

√
σ

ρν
is the

Hartmann number and Gr =
L

3−d/2
ref

ν2
||f || is the Grasho� number ( d is number of spatial

dimensions), ρ is the density, p is the pressure, ν is the viscosity, σ is the electrical
conductivity, B0 is the imposed magnetic �eld, Re = ULint

ν
is Reynolds number. The

addition of periodic boundary conditions and zero initial condition u(x, 0) = 0 completely
determine the problem.

In order to rewrite the considered problem in the abstract form as an initial boundary
value problem and identify the operator relevant to the problem, we �rst need to identify
the functional spaces where the solution of our problem are to be sought.

Following [3], let Hm(Ω) be the Sobolev space of functions from L2(Ω) whose derivatives
of order up to m belong to L2(Ω).

(
Hm(Ω)

)3 is the space of three-dimensional vector �elds
with components from Hm(Ω). By Lp(Ω; B), 1 6 p < ∞, we denote the set of functions
v de�ned on the domain Ω ⊂ Rn with images in the given Banach space B, for which the

norm ||v||Lp(Ω;B) =

( ∫
Ω

||v||pBdE

)1/p

is �nite. Then, de�ne the needed spaces V, V 0, V 1

and V 2 as follows:

V =
{
v(x) ∈ (

H1(Ω)
)3

: div v = 0 in Ω, v satis�es the boundary conditions on ∂Ω
}
,

V 0 is the closure of V in
(
L2(Ω)

)3
, V 1 is the closure of V in

(
H1(Ω)

)3
,

V 2 = V 1 ∩ (
H2(Ω)

)3
.
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Then, assuming f(·) ∈ L2(0, T ; V 0) and u0 ∈ V 1 and using the Helmholtz-Leray decom-
position of vector �eld u (see [3]), we obtain the following Cauchy problem for the
considered function u :

u̇(t) = Lu + B(u) + f(t), u(t)
∣∣
t=0

= u0,

where u(t) = u(·, t) and u(·) ∈ {
L2(0, T ; V 2) : u̇(t) ∈ L2(0, T ; V 0)

}
, f(t) = f(·, t) and

the operators L and B are de�ned as:

Lu =
1

ReP
(∇2u− Ha2∇−2∂2u

∂z2

) ∀u ∈ D(L),

B(u) = P(u · ∇)u ∀u ∈ D(L),

where D(L) = D(B) = V ∩(
H2(Ω)

)3and P denotes the Leray projector P : (L2(Ω))3→V 0.
The principle of spectral methods consists in looking for a solution for the physical

variables (here the space x and time t dependent velocity �eld u(x, t) and pressure
p(x, t) ) under the form of a �nite expansion over a basis of functions (en), 1 6 n 6 N, that
spans the space of solutions of the PDE. The novelty is that instead of using bases like the
usual Chebyshev polynomials, that are easy to implement but incur heavy computational
costs in order to resolve the problem, we use a basis obtained from the eigenvalue problem
of the linear part of the governing equations. This method used in [4] and shown their
e�ciency and minimal computational costs for numerical solutions in realistic experiments.

Finally, the problem associated with the liquid metal �ow magnetohydrodynamics is to
study in the relevant function spaces the dissipation operator of the form

DHa =

(
4− Ha24−1 ∂2

∂z2

)
, 4 =

∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+

∂2

∂z2
.

We shall �rst solve the eigenvalue problem for this operator

DHaf = λf,

(
4− Ha24−1 ∂2

∂z2

)
f = λf,

that is equivalent to the eigenvalue problem
(
42 − Ha2 ∂2

∂z2

)
f = λ4f

with periodic conditions in x, y directions and walls in z = ±1, and where

42 =
∂4

∂x4
+

∂4

∂y4
+

∂4

∂z4
+ 2

∂4

∂x2∂y2
+ 2

∂4

∂x2∂z2
+ 2

∂4

∂y2∂z2
.

The last equation for some cases can be rewritten as follows

Z(4)
zzzz − 2

[
k2
⊥ +

1

2
(Ha2 + λ)

]
Z(2)

zz +
[
k4
⊥ + λk2

⊥
]
Z = 0.

where k⊥ =
√

k2
x + k2

y. Hence, the characteristic equation for the corresponding eigenvalues
is

µ4 − 2

[
k2
⊥ +

1

2
(Ha2 + λ)

]
µ2 +

[
k4
⊥ + λk2

⊥
]

= 0.

The proper study of these roots gives an ability to calculate the needed eigenfunctions.
This problem is investigated in the given paper.
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MULTI-DIMENSIONAL GENERAL INTEGRAL TRANSFORMATION
WITH SPECIAL FUNCTIONS IN THE WEIGHTED SPACE OF

SUMMABLE FUNCTIONS

S.M. Sitnik, O.V. Skoromnik, S.A. Shlapakov

Multidimensional integral transform

(
Kf

)
(x) = hx1−(λ+1)/h d

dx
x(λ+1)/h

∞∫

0

k[xt]f(t) dt (x > 0) (1)

is studied. Here (see, for example, [1] Section 28.4; [2], ch. 1; [3], [4])

x = (x1, x2, ..., xn) ∈ Rn; t = (t1, t2, ..., tn) ∈ Rn,

Rn be the n -dimensional Euclidean space; x · t =
n∑

n=1

xntn denotes their scalar product;

in particular, x · 1 =
n∑

n=1

xn for 1= (1,1,...,1). The expression x > t means that

x1 > t1, x2 > t2, ..., xn > tn,

the nonstrict inequality > has similar meaning;
∞∫

0

=

∞∫

0

∞∫

0

· · ·
∞∫

0

;

by N = {1, 2, ...} we denote the set of positive integers,

N0 = N ∪ {0}, Nn
0 = N0 × N0 × ...× N0.

k = (k1, k2, ..., kn) ∈ Nn
0 = N0 × ...× N0 (ki ∈ N0, i = 1, 2, ..., n)

is a multi-index with k! = k1! · · · kn! and |k| = k1 + k2 + ... + kn.

Rn
+ = {x ∈ Rn, x > 0};

for l = (l1, l2, ..., ln) ∈ Rn
+

Dl =
∂|l|

(∂x1)l1 · · · (∂xn)ln
; dt = dt1 · dt2 · · · dtn;
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tl = tl1tl2 · · · tln ; f(t) = f(t1, t2, ..., tn).

Let Cn (n ∈ N) be the n-dimensional space of n complex numbers

z = (z1, z2, . . . , zn) (zj ∈ C, j = 1, 2, · · · , n).

λ = (λ1, λ2, ..., λn) ∈ Cn; h = (h1, h2, ..., hn), hj ∈ R \ {0}, j = 1, 2, ..., n;

d

dx
=

d

dx1 · dx2 · · · dxn

.

We introduce the function in the kernel k[xt] = k[x1t1] · k[x2t2] · · · k[xntn], which is
the product of some one type special functions.

Our paper is devoted to the study of tranform (1) Kf in the weighted spaces Lν, r

summabe functions f(x) = f(x1, x2, ..., xn) on

Rn
+ = {x : x ∈ Rn |x1 > 0, x2 > 0, ..., xn > 0},

such that

‖f‖ν,r =

{∫

R1
+

xνn·rn−1
n

{
· · ·{

∫

R1
+

xν2·r2−1
2

×[∫

R1
+

xν1·r1−1
1 |f(x1, ..., xn)|r1dx1

]r2/r1dx2

}r3/r2· · ·
}rn/rn−1

dxn

}1/rn

< ∞ (2)

(
r = (r1, r2, ..., rn) ∈ Rn, 1 6 r < ∞, ν = (ν1, ν2, ..., νn) ∈ Rn, ν1 = ν2 = ... = νn

)
.

The functional and compositional properties of the integral transformation (1) in spaces
Lν, 2

(
2 = (2, 2, ..., 2), ν = (ν1, ν2, ..., νn) ∈ Rn, ν1 = ν2 = ... = νn

)
were studied in [3].

We continue this research. The scheme of study is similar to the process of constructing
the theory of the H-transformation, in which the central place is given to the questions of
bounded and one-to-one action of the corresponding integral operator in spaces of integrable
functions with weight concentrated at zero and at in�nity. Theory of the considered integral
transformation (1) in weighted spaces Lν, r of summable functions is constructed. Mapping
properties such as the boundedness, the range, the representation and the inversion of the
considered transform (1) in the weighted space (2) are established.
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MULTI-DIMENSIONAL MODIFIED G-TRANSFORMATIONS
AND THEIR SPECIAL CASES

O.V. Skoromnik, M.V. Papkovich

Three multidimensional integral transforms

(
G1

σ,κf
)
(x) = xσ

x∫

0

Gm,n
p,q

[
x

t

∣∣∣∣
(ai)1,p

(bj)1,q

]
tκf(t)

dt

t
(x > 0); (1)

(
G1

σ,κ; δf
)
(x) = xσ

x∫

0

Gm,n
p,q

[
xδ

tδ

∣∣∣∣
(ai)1,p

(bj)1,q

]
tκf(t)

dt

t
(x > 0); (2)

(
1
Iσ, ω; ζf

)
(x) = xσ

x∫

0

(
xζ − tζ

)c−1

Γ(c)
2F1

(
a, b; c; 1− xζ

tζ

)
tωf(t) dt (x > 0) (3)

are studied. Here (see, for example, [1], [2] Section 28.4; [3], ch. 1; [4]; [5])

x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn, t = (t1, t2, . . . , tn) ∈ Rn,

Rn � Euclidean n-space, N = {1, 2, ...}, N0 = N ∪ {0}, Nn
0 = N0 × N0 × ...× N0;

m = (m1,m2, ..., mn) ∈ Nn
0 and m1 = m2 = ... = mn;

n = (n1, n2, ..., nn) ∈ Nn
0 and n1 = n2 = ... = nn;

p = (p1, p2, ..., pn) ∈ N0 and p1 = p2 = ... = pn;

q = (q1, q2, ..., qn) ∈ Nn
0 and q1 = q2 = ... = qn (0 6 m 6 q, 0 6 n 6 p);

σ = (σ1, σ2, ..., σn) ∈ Cn; κ = (κ1, κ2, ..., κn) ∈ Cn;

the function
Gm,n

p,q

[
z

∣∣∣∣
(ai)1,p

(bj)1,q

]
=

n∏

k=1

Gmk, nk
pk, qk

[
zk

∣∣∣∣
(aik)1,pk

(bjk
)1,qk

]

is the product of the G-functions Gmk, nk
pk, qk

[zk] (k = 1, 2, ...n) [6];

a = (a1, a2, . . . , an), b = (b1, b2, . . . , bn), c = (c1, c2, . . . , cn) ∈ Rn, 0 < cj < 1, j = 1, n;

σ = (σ1, σ2, ..., σn) ∈ Rn; ω = (ω1, ω2, ..., ωn) ∈ Rn; ζ = (ζ1, ζ2, ..., ζn) ∈ Rn
+;

(xζ − tζ)c−1 =
n∏

j=1

(xζ1
j − tζ1j )cj−1;

x∫

0

=

x1∫

0

x2∫

0

· · ·
xn∫

0

;

the expression x > t means x1 > t1, x2 > t2, . . . , xn > tn; dt = dt1 · dt2 · · · dtn ;
F (a, b; c; z) is a function of the form [7]:

F (a, b; c; z) =
n∏

j=1

2F1 (aj, bj; cj; zj),

2F1 (aj, bj; cj; zj) (j = 1, 2, ..., n) are the Gauss hypergeometric functions.
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Our report is devoted to the study of tranforms (1)�(3) in the weighted spaces Lν, r

summabe functions f(x)=f(x1, x2, . . . , xn) on Rn
+ ={x : x ∈ Rn |x1 >0, x2 >0, . . . , xn >0},

such that
‖f‖ν,r =

{∫

R1
+

xνn·rn−1
n

{
· · ·{

∫

R1
+

xν2·r2−1
2 ×

×[∫

R1
+

xν1·r1−1
1 |f(x1, ..., xn)|r1dx1

]r2/r1dx2

}r3/r2 · · ·
}rn/rn−1

dxn

}1/rn

< ∞ (4)

(
r = (r1, r2, ..., rn) ∈ Rn, 1 6 r < ∞, ν = (ν1, ν2, . . . , νn) ∈ Rn, ν1 = ν2 = . . . = νn

)
.

The functional properties of the integral transformations (1)�(3) in spaces Lν, 2(
2 = (2, 2, . . . , 2), ν = (ν1, ν2, . . . , νn) ∈ Rn, ν1 = ν2 = . . . = νn

)
were studied in [8].

We continue this research. Constructed the Lν, r -theory of three multidimensional integral
transformations (1)�(3) with special functions in the kernels: the G-function and the Gauss
hypergeometric function. Conditions are obtained for the q and one-to-oneness of the
operators of such transformations from one spaces (4) of integrable functions Lν, r to others,
and analogs of the formula for integration by parts are proved. For the transformations
under consideration, various integral representations are established and inversion formulas
are derived.
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ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÛÅ ÓÐÀÂÍÅÍÈß
È ÈÕ ÏÐÈËÎÆÅÍÈß

ÑÒÀÖÈÎÍÀÐÍÛÉ ÐÅÆÈÌ ÐÀÁÎÒÛ ÐÅÀÊÒÎÐÀ
Ñ ÍÅÎÄÍÎÐÎÄÍÛÌ ÊÈÏßÙÈÌ ÑËÎÅÌ

ÏÐÈ Ó×ÅÒÅ ÏÎÏÅÐÅ×ÍÎÃÎ ÏÅÐÅÌÅØÈÂÀÍÈß
À. Àáäóðàõèìîâ, Ä.Ê. Õîëèêîâ

Èññëåäóåòñÿ âëèÿíèå ïðîäîëüíîãî è ïîïåðå÷íîãî ïåðåìåøèâàíèÿ íà ñòàöèîíàðíûé
ðåæèì ðàáîòû õèìè÷åñêîãî ðåàêòîðà ñ íåîäíîðîäíûì ïñåâäîîæèæåííûì ñëîåì, ìî-
äåëü êîòîðîãî äëÿ îäíîðîäíîãî ñëó÷àÿ áûëà ðàññìîòðåíà â [1]. Äëÿ ïðåäëîæåííîé
ìîäåëè äîêàçûâàåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå, ïî êðàéíåé ìåðå, îäíîãî ñòàöèîíàðíîãî ðåæè-
ìà ïðè çàäàííîì íàáîðå ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû. Àíàëèçèðóåòñÿ âëèÿíèå èíòåíñèâíîñòè
ìàññî- è òåïëîîáìåíà ìåæäó ôàçàìè, ñòåïåíè íåîäíîðîäíîñòè è äðóãèõ ãèäðîäèíàìè-
÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ íà ñòàöèîíàðíûé ðåæèì ðàáîòû ðåàêòîðà ñ íåîäíîðîäíûì ïñåâ-
äîîæèæåííûì ñëîåì.

Õèìè÷åñêèå ïðîöåññû ñ èíòåíñèâíûì òåïëîâûäåëåíèåì â ðåàêòîðàõ ñ ïñåâäîîæè-
æåííûì ñëîåì îñóùåñòâëÿþòñÿ ïðè èíòåíñèâíîì òåïëîîòâîäå îò ñòåíîê ðåàêòîðà, ïðè
ýòîì âëèÿíèå ïîïåðå÷íîãî ïåðåìåøèâàíèÿ íà ñòàöèîíàðíûé ðåæèì ìîæåò ñêàçàòüñÿ
âåñüìà ñóùåñòâåííûì. Ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå [2] ñâèäåòåëüñòâóþò îá óâåëè÷åíèè
ïîïåðå÷íîé íåðàâíîìåðíîñòè ïðîôèëÿ òåìïåðàòóðû êàê ñ ðîñòîì äèàìåòðà àïïàðàòà,
òàê è ñ ðîñòîì ðàçìåðà êàòàëèòè÷åñêèõ ÷àñòèö â ñèñòåìå. Àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå
çàäà÷è â èçîòåðìè÷åñêîì è íåèçîòåðìè÷åñêîì ñëó÷àÿõ äëÿ ëèíåéíîãî è íåëèíåéíîãî
ïðîôèëåé ñêîðîñòè (ñ ó÷åòîì ïðîäîëüíîé äèôôóçèè è áåç íåå) ïîëó÷åíû â [2].

×èñëåííûå èññëåäîâàíèÿ ñòàöèîíàðíûõ ñîñòîÿíèé ïðîòî÷íîãî ðåàêòîðà ñ ïðîäîëü-
íûì è ïîïåðå÷íûì ãðàäèåíòàìè òåìïåðàòóðû ïîêàçàëè [3], ÷òî â îäíîðîäíîì ñëîå
âëèÿíèå ïîïåðå÷íîãî íà ñòàöèîíàðíûå ðåæèìû â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ áîëåå çíà÷è-
òåëüíî, ÷åì ïðîäîëüíîãî. Â ýòèõ ðàáîòàõ ñòðóêòóðà ñëîÿ ñ÷èòàëàñü îäíîðîäíîé.

Íèæå ðàññìàòðèâàåòñÿ âëèÿíèå ïîïåðå÷íîãî è ïðîäîëüíîãî ïåðåìåøèâàíèÿ íà ñòà-
öèîíàðíûé ðåæèì ðàáîòû ðåàêòîðà ñ íåîäíîðîäíûì ïñåâäîîæèæåííûì ñëîåì äëÿ îä-
íîñòàäèéíîé ðåàêöèè. Ó÷èòûâàåòñÿ ãðàäèåíò òåìïåðàòóðû â ïëîòíîé ôàçå è ïðåäïî-
ëàãàåòñÿ, ÷òî âåùåñòâî ïåðåíîñèòñÿ â ðåæèìå èäåàëüíîãî âûòåñíåíèÿ. Ïåðåíîñ òåïëà
è âåùåñòâà â ðàçáàâëåííîé ôàçå òàêæå ïðîèñõîäèò â ðåæèìå èäåàëüíîãî âûòåñíåíèÿ.
Ïðèíèìàåòñÿ, ÷òî ñêîðîñòü õèìè÷åñêîé ðåàêöèè â ïëîòíîé ôàçå ïîä÷èíÿåòñÿ çàêîíó
Àððåíèóñà è èìååò ïåðâûé ïîðÿäîê.

Â ýòèõ ïðåäëîæåíèÿõ óðàâíåíèÿ è ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ìàññî è òåïëîïåðåíîñà â
ðåàêòîðå ñ íåîäíîðîäíûì ïñåâäîîæèæåííûì ñëîåì (â áåçðàçìåðíîé ôîðìå) èìåþò
ñëåäóþùèé âèä:

� äëÿ ïëîòíîé ôàçû:

U1
∂Z1

∂x
= (1− Z1) ge

�
− β

T1

�
− A (Z1 − Z2), (1)

1

2Pe

∂

∂r

(
r
∂T1

∂x

)
= U1(T1 − T

′′
0 ) + ge

�
− β

T1

� 1∫

0

(1− Z1) dx− B

W

(
T1 −

1∫

0

T2 dx
)
; (2)
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� äëÿ ðàçáàâëåííîé ôàçû:

U2
∂Z2

∂x
= A (Z1 − Z2), (3)

U2
∂T2

∂x
= B (T1 − T2). (4)

Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ:

x = 0, Z1 = Z2 = 0, T1 = T01(r), T2 = T
′′
0 , (5)

r = 0,
∂T1

∂r
= 0,

r = 1;
∂T1

∂x
+ Bi(T1 − T

′
) = 0. (6)

Çäåñü èñïîëüçóþòñÿ îáîçíà÷åíèÿ ïðèíÿòûå â ðàáîòå [2].
Ðåøàÿ óðàâíåíèÿ (1)�(4) ñ ó÷åòîì ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (5), (6), ïîëó÷àåì ñòàöèî-

íàðíîå ïðîäîëüíîå èçìåíåíèå ñòåïåíè ïðîäâèæåíèÿ ðåàêöèè ïëîòíîé è ðàçáàâëåííîé
ôàçû.

Ðàñ÷åòû òàêæå ïîêàçàëè, ÷òî ïðè èçìåíåíèè çíà÷åíèé èíòåíñèâíîñòè ìàññîîáìå-
íà ìåæäó ôàçàìè ñêîðîñòè ïîòîêà è ñòåïåíüþ íåîäíîðîäíîñòè ïîòîêà çíà÷åíèå γ(T )
îñòàåòñÿ â ïðîìåæóòêå [0,1]. Òàêèì îáðàçîì, âûøåèçëîæåííûé àíàëèç ïîêàçûâàåò,
÷òî ïðè èçìåíåíèè äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ, çíà÷åíèÿ
ôóíêöèé âñåãäà îñòàþòñÿ â ïðîìåæóòêå 0 6 γ(T ) < 1.
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ÌÅÒÎÄ ÎÇÐ È ÌÅÒÎÄ ÎÌÔ
Â ÓÐÀÂÍÅÍÈÈ ÊÎÐÒÅÂÅÃÀ-ÄÅ ÔÐÈÇÀ

È.Å. Àíäðóøêåâè÷

Îñîáóþ ïîïóëÿðíîñòü ïðè ïîñòðîåíèè àíàëèòè÷åñêèõ ðåøåíèé íåëèíåéíûõ óðàâ-
íåíèé ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêèè èìååò ìåòîä îáðàòíîé çàäà÷è ðàññåÿíèÿ (ÎÇÐ). Ïðè
èñïîëüçîâàíèè ìåòîäà ÎÇÐ ¾. . . óðàâíåíèå Êîðòåâåãà�äå Ôðèçà (ÊäÔ) èíòåãðèðóåòñÿ
ñ ïîìîùüþ ïåðåõîäà îò ïîòåíöèàëà îäíîìåðíîãî óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà ê êîýôôèöè-
åíòó îòðàæåíèÿ íà ýòîì ïîòåíöèàëå; ïðè ýâîëþöèè ïîòåíöèàëà â ñèëó ÊäÔ çàâèñè-
ìîñòü êîýôôèöèåíòà îòðàæåíèÿ îò âðåìåíè îêàçûâàåòñÿ òðèâèàëüíîé è . . . çàäà÷à
èíòåãðèðîâàíèÿ ÊäÔ ïðèâîäèò ê çàäà÷å î âîññòàíîâëåíèè ïîòåíöèàëà ïî äàííî-
ìó êîýôôèöèåíòó îòðàæåíèÿ � îáðàòíîé çàäà÷å êâàíòîâîé òåîðèè ðàññåÿíèÿ. . . ¿
[1, ñ. 21].

Òåõíîëîãèÿ ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà ÎÇÐ ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè îòðàáîòàíà â ìåëü-
÷àéøèõ ïîäðîáíîñòÿõ. Åäèíñòâåííîé ïðåãðàäîé íà ïóòè åãî óíèâåðñàëüíîñòè, íà íàø
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âçãëÿä, ÿâëÿåòñÿ îòñóòñòâèå îáùèõ ìåòîäîâ ïîñòðîåíèÿ ¾ïàðû Ëàêñà¿ � ïàðû ëèíåé-
íûõ îïåðàòîðîâ L è A òàêèõ, ÷òî âûðàæåíèå

[
∂

∂t
+A,L

]
=

∂L
∂t

+AL− LA = 0

ñîâïàäàåò ñ èññëåäóåìûì ýâîëþöèîííûì óðàâíåíèåì.
Óñïåõ ìåòîäà ÎÇÐ íà îïðåäåëåííîå âðåìÿ çàòìèë ñèëüíûå ñòîðîíû äðóãèõ ïîäõî-

äîâ, â ÷àñòíîñòè, ìåòîäîâ ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ.
Êëàññè÷åñêèé ìåòîä Ôóðüå ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ (ÊÌÔ) Ð. Êóðàíò îòíîñèë ê

ñïåöèàëüíûì ìåòîäàì, è ñ÷èòàë åãî ¾. . . ñàìûì âàæíûì èç ýòèõ ìåòîäîâ. . . ¿ (ñì.,
íàïðèìåð, [2, ñ. 30]). Ñóòü ÊÌÔ çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî
óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ èùåòñÿ êàê ñóïåðïîçèöèÿ ÷àñòíûõ ðåøåíèé, ïðåä-
ñòàâèìûõ â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ ôóíêöèè îò ïðîñòðàíñòâåííîé ïåðåìåííîé íà ôóíêöèþ
îò âðåìåíè. Â îòëè÷èå îò ÊÌÔ, îáîáùåííûé ìåòîä Ôóðüå (ÎÌÔ) [3], ðàññìàòðèâàÿ
äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè âèäà

D(u(x, t)) = F (x, t), (1)

ãäå D � äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð, u(x, t) � íåèçâåñòíàÿ ôóíêöèÿ, F (x, t) � íåîäíî-
ðîäíîñòü, M, K � íàòóðàëüíûå ÷èñëà, èñõîäèò èç òîãî, ÷òî ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå

u(x, t) =
M∑
i=1

χi(x)τi(t), F (x, t) =
K∑

i=1

Xi(x)Ti(t), (2)

è óðàâíåíèå (1) ñâîäèòñÿ ê áèëèíåéíîìó ôóíêöèîíàëüíîìó (ÁÔÓ)
N∑

i=1

ϕi (x) ψi (t) = 0. (3)

Îñíîâû òåîðèè ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèé ÁÔÓ ñôîðìóëèðîâàíû â [3]; åå ïðèìåíåíèå
ïîçâîëÿåò ñîïîñòàâëÿòü óðàâíåíèþ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ (1) íàáîðû ñèñòåì îáûêíî-
âåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, èíòåãðèðóÿ êîòîðûå ìîæíî ïîëó÷èòü ÷àñòíûå
ðåøåíèÿ èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ.

Ïîñêîëüêó ìåòîä ÎÇÐ èçíà÷àëüíî áûë ðàçðàáîòàí è óñïåøíî ïðèìåíåí äëÿ óðàâ-
íåíèÿ Êîðòåâåãà�äå Ôðèçà, ïðèìåíèì ÎÌÔ è ìû ê ýòîìó óðàâíåíèþ.

Óðàâíåíèå Êîðòåâåãà�äå Ôðèçà â êàíîíè÷åñêîé ôîðìå èìååò âèä

∂u

∂t
+

∂3u

∂x3
− 6u

∂u

∂x
= 0. (4)

Èçâåñòíû åãî îäíî- è äâóõñîëèòîííûå ðåøåíèÿ (5), (7):

u(x, t) =
−ϑ2

2 cosh2

{
1

2
(ϑx− ϑ3t− c1)

} ; (5)

u(x, t) = −2
∂2

∂x2
ln v(x, t), (6)

v(x, t) = 1 + c1e
−ϑ1x+ϑ3

1t + c2e
−ϑ2x+ϑ3

2t + c1c2

(
ϑ1 − ϑ2

ϑ1 + ϑ2

)2

e−(ϑ1+ϑ2)x+(ϑ3
1+ϑ3

2) t, (7)
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ãäå ϑ, ϑ1, ϑ2, c1, c2 � ïîñòîÿííûå. Îáà ðåøåíèÿ ïîëó÷åíû ìåòîäîì ÎÇÐ è ñ÷èòàþòñÿ
åäèíñòâåííûìè â ñâîåì ðîäå.

ÎÌÔ ïîçâîëèë íàì ïîëó÷èòü ñëåäóþùèå íîâûå îäíîñîëèòîííûå ðåøåíèÿ:

u(x, t) =
−4c3ϑ

4

4c3ϑ2 − eϑx−ϑ3t−c1 − 4c2
3ϑ

4e−ϑx+ϑ3t+c1
, (8)

u(x, t) =

(
1 + i

√
3
)

ϑ2

2 +
exp
�
−1+i

√
3

2
ϑx−ϑ3−c1

�

c3(1+i
√

3)ϑ2
+ c3

(
1 + i

√
3
)
ϑ2 exp

(
1−i

√
3

2
ϑx + ϑ3 + c1

) . (9)

Ïðè âûáîðå çíà÷åíèÿ ïîñòîÿííîé c3 = − (2ϑ2)
−1 ðåøåíèå (8) ñîâïàäàåò ñ õîðî-

øî èçâåñòíûì ñîëèòîííûì ðåøåíèåì (5). Ïîìèìî èçâåñòíîãî äâóõñîëèòîííîãî ðåøå-
íèÿ (7), ñ ïîìîùüþ ÎÌÔ íàì óäàåòñÿ ïîëó÷èòü è ðÿä íîâûõ:

v(x, t) = 1 + c1e
−ϑ1x+ϑ3

1t + c2e
ϑ2(1+i

√
3)/2·x+ϑ3

2t+

+c1c2

(
2ϑ1 + ϑ2(1 + i

√
3)

2ϑ1 − ϑ2(1 + i
√

3)

)2

e(−ϑ1+ϑ2(1+i
√

3)/2)x+(ϑ3
1+ϑ3

2) t, (10)

v(x, t) = 1 + c1e
ϑ1(1+i

√
3)x/2+ϑ3

1t+

+c2e
ϑ2(1+i

√
3)x/2+ϑ3

2t + c1c2

(
ϑ1 − ϑ2

ϑ1 + ϑ2

)2

e(ϑ1+ϑ2)(1+i
√

3)x/2+(ϑ3
1+ϑ3

2)t, (11)

v(x, t) = 1 + c1e
ϑ1(1+i

√
3)x/2+ϑ3

1t + c2e
ϑ2(1−i

√
3)x/2+ϑ3

2t+

+c1c2

(
ϑ1(1 + i

√
3)− ϑ2(1− i

√
3)

ϑ1(1 + i
√

3) + ϑ2(1− i
√

3)

)2

e(ϑ1(1+i
√

3)/2+ϑ2(1−i
√

3)/2)x+(ϑ3
1+ϑ3

2)t. (12)

Â çàêëþ÷åíèå çàìåòèì, ÷òî ÎÌÔ ïîçâîëÿåò íàì ñòðîèòü êàê âñå èçâåñòíûå ðåøå-
íèÿ ÊÄÔ, ïîëó÷åííûå ìåòîäîì ÎÇÐ, òàê è ðÿä ïðèíöèïèàëüíî íîâûõ.
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ÀÑÈÌÏÒÎÒÈ×ÅÑÊÈÅ ÎÖÅÍÙÈÊÈ ÑÎÑÒÎßÍÈÉ
Â ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÎÉ ÌÎÄÅËÈ ÄÈÀÁÅÒÀ

À.È. Àñòðîâñêèé

Â äîêëàäå ïðåäëîæåí è îáîñíîâàí ìåòîä ïîñòðîåíèÿ àñèìïòîòè÷åñêèõ îöåíùèêîâ
ñîñòîÿíèé â ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè [1] äèàáåòà ïåðâîé ñòåïåíè íà îñíîâå ïîäõîäà,
ïðåäëîæåííîãî â [2�4]. Ïðîáëåìà îöåíèâàíèÿ ñîñòîÿíèé ñèñòåì íàáëþäåíèÿ ïî äî-
ñòóïíîé èíôîðìàöèè èíòåíñèâíî èññëåäóåòñÿ â ñâÿçè ñ åå âàæíîñòüþ äëÿ ðàçëè÷íûõ
îáúåêòîâ óïðàâëåíèÿ. Ïðè ïîñòðîåíèè óïðàâëåíèé òèïà îáðàòíîé ñâÿçè, êàê ïðàâè-
ëî, íåîáõîäèìî çíàòü âåêòîð ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû (ôàçîâûé âåêòîð). Îäíàêî â ðåàëü-
íûõ ñèòóàöèÿõ íåïîñðåäñòâåííîå èçìåðåíèå ôàçîâîãî âåêòîðà çàòðóäíèòåëüíî ëèáî
ïî òåõíè÷åñêèì ïðè÷èíàì, ëèáî èç-çà íåâîçìîæíîñòè ïðîâåäåíèÿ ïðîöåññà íàáëþ-
äåíèÿ, ëèáî âñëåäñòâèå ÷ðåçìåðíî âûñîêîé åãî ñòîèìîñòè. Ïðè ðàññìîòðåíèè äåòåð-
ìèíèðîâàííûõ ëèíåéíûõ êîíå÷íîìåðíûõ ñèñòåì íàáëþäåíèÿ îöåíèâàíèå ñîñòîÿíèé
ïðåäïîëàãàåò íàëè÷èå ó ñèñòåìû îïðåäåëåííîãî òèïà íàáëþäàåìîñòè. Â ñòàöèîíàðíîì
ñëó÷àå ïîëíàÿ íàáëþäàåìîñòü ñèñòåìû ãàðàíòèðóåò ñóùåñòâîâàíèå àñèìïòîòè÷åñêî-
ãî ýñòèìàòîðà. Ïîíÿòíî, ÷òî äëÿ ñèñòåì ñ ïåðåìåííûìè êîýôôèöèåíòàìè ïðîáëåìà
çíà÷èòåëüíî óñëîæíÿåòñÿ. Äëÿ íåñòàöèîíàðíûõ ëèíåéíûõ ñèñòåì ñóùåñòâóåò öåëûé
ðÿä ïîíÿòèé íàáëþäàåìîñòè: ïîëíàÿ, äèôôåðåíöèàëüíàÿ, ðàâíîìåðíàÿ, ðàâíîìåðíî
ïîëíàÿ, íàáëþäàåìîñòü ñ ïîìîùüþ ðàçðåøàþùèõ îïåðàöèé, àïïðîêñèìàòèâíàÿ, ðàâ-
íîìåðíî òî÷å÷íàÿ, íàáëþäàåìîñòü â êëàññå ñèñòåì ôóíêöèé ×åáûøåâà, õåññåíáåðãîâà
è ò.ä. Îòìåòèì, ÷òî â ïîíÿòèè ðàâíîìåðíî ïîëíîé íàáëþäàåìîñòè íàèáîëåå àäåêâàò-
íî çàëîæåíû ñïåöèôè÷åñêèå ñâîéñòâà, íåîáõîäèìûå äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ àñèìïòîòè÷å-
ñêèõ îöåíùèêîâ. Îäíàêî ýòî ïîíÿòèå òðóäíî ïðîâåðèòü â òåðìèíàõ êîýôôèöèåíòîâ
èñõîäíîé ñèñòåìû íàáëþäåíèÿ, è ïîýòîìó ñ êîíñòðóêòèâíîé òî÷êè çðåíèÿ ìàëî ýô-
ôåêòèâíî. Â òåîðèè îöåíèâàíèÿ ñîñòîÿíèé ñ êîíñòðóêòèâíîé òî÷êè çðåíèÿ, ïîæàëóé,
íàèáîëåå âàæíóþ ðîëü èãðàåò ïîíÿòèå ðàâíîìåðíîé íàáëþäàåìîñòè, Êîíñòðóèðîâà-
íèå àñèìïòîòè÷åñêèõ îöåíùèêîâ ñîñòîÿíèé ïðåäïîëàãàåò ïîñòðîåíèå òàêîé äèíàìè÷å-
ñêîé ñèñòåìû, íà âõîä êîòîðîé ïîäàåòñÿ âûõîäíàÿ ôóíêöèÿ èñõîäíîé ñèñòåìû, è ïðè
ýòîì ñîñòîÿíèå îöåíùèêà äîëæíî â òîì èëè èíîì ñìûñëå àñèìïòîòè÷åñêè ïðèáëèæàòü
ñîñòîÿíèå èñõîäíîé ñèñòåìû. Ïðåäëîæåííûé â ðàáîòàõ È.Â. Ãàéøóíà è À.È. Àñò-
ðîâñêîãî ïîäõîä íà îñíîâå òåõíèêè êâàçèäèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïîçâîëÿåò ñóùåñòâåííî
îñëàáèòü èçâåñòíûå òðåáîâàíèÿ ãëàäêîñòè êîýôôèöèåíòîâ ïðè ïîñòðîåíèè ýêñïîíåí-
öèàëüíûõ îöåíùèêîâ ñîñòîÿíèé.

Â äîêëàäå äëÿ íåëèíåéíîé ñèñòåìû îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé,
îïèñûâàþùåé ãëþêîçî-èíñóëèíîâîå âçàèìîäåéñòâèå â òåëå ïàöèåíòà (ìîäåëü Hovorka
[1]), íà îñíîâå ìåòîäà ëèíåàðèçàöèè âäîëü áàçèñíîé òðàåêòîðèè ïðåäëîæåí ñïîñîá
ïîñòðîåíèÿ àñèìïòîòè÷åñêèõ îöåíùèêîâ ñîñòîÿíèé ñ ó÷åòîì âûõîäíîé ôóíêöèè â âèäå
ïîäêîæíîãî èçìåðåíèÿ óðîâíÿ ãëþêîçû.
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ÈÒÅÐÀÖÈÎÍÍÀß ÐÅÀËÈÇÀÖÈß
ÑÏÅÊÒÐÀËÜÍÎÃÎ ÌÅÒÎÄÀ ×ÅÁÛØÅÂÀ

ÄËß ÄÂÓÌÅÐÍÛÕ ÝËËÈÏÒÈ×ÅÑÊÈÕ ÇÀÄÀ×

Â.Ì. Âîëêîâ, Å.È. Ìàöóëåâè÷, Äóí Öçèíõóýé

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó Äèðèõëå äëÿ äâóìåðíîãî ýëëèïòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ â ïðÿìî-
óãîëüíîé îáëàñòè:

∂

∂x
σxx

∂u

∂x
+

∂

∂y
σyy

∂u

∂y
+

∂

∂x
σxy

∂u

∂y
+

∂

∂y
σyx

∂u

∂x
= f(x, y), (x, y) ∈ [−1, 1]× [−1, 1], (1)

u(x = ±1, y) = u(x, y = ±1) = 0. (2)

Â îáùåì ñëó÷àå êîýôôèöèåíòû çàäà÷è σxx, σyy è σxy = σyx ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè
êîîðäèíàò è óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ ýëëèïòè÷íîñòè.

Äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ äàííîé çàäà÷è èñïîëüçóåì ñïåêòðàëüíûé ìåòîä ×åáûøå-
âà [1]. Íà ñåòêå óçëîâ

ωh =

{
(xk, ym), xn = yn = cos

nπ

N + 1
, n = k = 1, N, m = 1, N

}
, (3)

äèôôåðåíöèàëüíàÿ çàäà÷à (1), (2) ñâîäèòñÿ ê ñèñòåìå àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé

AU = F, (4)

ãäå F è U � âåêòîðû çíà÷åíèé ôóíêöèè ïðàâîé ÷àñòè è ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ
óðàâíåíèÿ (1) â óçëàõ ñåòêè (3), ìàòðèöà A ∈ RN2×N2 èìååò áëî÷íóþ ñòðóêòóðó è
ñòðîèòñÿ íà îñíîâå ìàòðèö ñïåêòðàëüíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ×åáûøåâà [1].

Äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû (4) èñïîëüçóåì ìåòîä áèñîïðÿæåííûõ ãðàäèåíòîâ (BiCG) [2]
ñ ïåðåîáóñëîâëèâàòåëåì P = DΛ, ãäå Λ � ðàçíîñòíûé àíàëîã îïåðàòîðà Ëàïëàñà íà
ñåòêå (3), D � äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà, ýëåìåíòû êîòîðîé

dkk = σxx(xi, yj) + σyy(xi, yj), k = i + j(N − 1).

Äèàãîíàëüíàÿ ÷àñòü ïåðåîáóñëàâëèâàòåëÿ ïðèìåíÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî ê ñèñòåìå (4)
äî íà÷àëà âû÷èñëåíèé, à äëÿ îáðàùåíèÿ ïåðåîáóñëàâëèâàòåëÿ Λ íà êàæäîé èòåðàöèè
âîñïîëüçóåìñÿ èòåðàöèîííûì ìåòîäîì ïåðåìåííûõ íàïðàâëåíèé (ÌÏÍ) ñ îïòèìàëü-
íûì íàáîðîì èòåðàöèîííûõ ïàðàìåòðîâ [3].

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ðåàëèçàöèè ñïåêòðàëüíîé ìîäåëè èñïîëüçîâàíû äâà âëîæåí-
íûõ èòåðàöèîííûõ àëãîðèòìà. Íà âíåøíåì öèêëå èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä BiCG, à íà âíóò-
ðåííåì � ÌÏÍ. Öåëüþ äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ èññëåäîâàíèå ïîâåäåíèÿ âíåøíåãî
èòåðàöèîííîãî ìåòîäà ïðè ñíèæåíèè òðåáîâàíèé òî÷íîñòè íà âíóòðåííèõ èòåðàöèÿõ.
Â ÷àñòíîñòè, îñíîâíîé âîïðîñ ñîñòîèò â îöåíêå ìèíèìàëüíîãî êîëè÷åñòâà âíóòðåííèõ
èòåðàöèé, ïîçâîëÿþùåãî äîñòè÷ü íàèñêîðåéøóþ ñõîäèìîñòü èòåðàöèîííîãî àëãîðèò-
ìà â öåëîì. Äëÿ âûÿñíåíèÿ âîïðîñà âîñïîëüçóåìñÿ ìåòîäîì ÷èñëåííîãî ýêñïåðèìåíòà.

Ðàññìîòðèì ìîäåëüíóþ çàäà÷ó (1), (2) ñ êîýôôèöèåíòàìè è ïðàâîé ÷àñòüþ, îáåñ-
ïå÷èâàþùèìè çàäàííîå òî÷íîå ðåøåíèå:

σxx = σxx = exp
(−η(x2 + y4)

)
, σxy = σyx = 0, u(x, y) = (x2 − 1)(y2 − 1) exp(x2 + y2).

Îïðåäåëèì îòíîñèòåëüíóþ íîðìó íåâÿçêè ìåòîäà biCG ε = 10−10. Äëÿ äîñòèæå-
íèÿ òàêîé òî÷íîñòè ÌÏÍ íà ñåòêå (3) ñ êîëè÷åñòâîì óçëîâ N = 100 ÷ 250 ðåàëèçà-
öèÿ ïåðåîáóñëîâëèâàåòñÿ â âèäå äâóìåðíîãî ðàçíîñòíîãî îïåðàòîðà Ëàïëàñà ñîãëàñíî
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îöåíêàì [3] òðåáóåò 41÷47 âíóòðåííèõ èòåðàöèé. Ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåí-
òîâ ïîêàçûâàþò, ÷òî òàêîå êîëè÷åñòâî èòåðàöèé ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííî çàâûøåííûì.

Íà ðèñ. 1 à. ïðåäñòàâëåíû çàâèñèìîñòè êîëè÷åñòâà âíåøíèõ biCG èòåðàöèé îò ðàç-
ìåðíîñòè ñåòêè ïðè ðàçíîì ôèêñèðîâàííîì êîëè÷åñòâå âíóòðåííèõ èòåðàöèé ÌÏÍ,
η = 1 . Êàê âèäíî èç ðèñóíêà, äîñòàòî÷íî âñåãî ëèøü 7 âíóòðåííèõ èòåðàöèé äëÿ òîãî,
÷òîáû êîëè÷åñòâî âíåøíèõ èòåðàöèé óòðàòèëî çàâèñèìîñòü, êàê îò ðàçìåðíîñòè ñåò-
êè N , òàê è îò óâåëè÷åíèÿ êîëè÷åñòâà âíóòðåííèõ èòåðàöèé. Â îïðåäåëåííîì ñìûñëå
êîëè÷åñòâî âíóòðåííèõ èòåðàöèé K = 7±1 ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê îïòèìàëüíîå,
òàê êàê èìåííî â ýòîì èíòåðâàëå íàáëþäàþòñÿ ìèíèìàëüíûå îáùèå âû÷èñëèòåëüíûå
çàòðàòû äëÿ äîñòèæåíèÿ çàäàííîé òî÷íîñòè (ñì. ðèñ. 1. á). Îá ýòîì ãîâîðÿò è ðå-
çóëüòàòû ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ äëÿ äðóãèõ ïàðàìåòðîâ çàäà÷è. Íàïðèìåð, ïðè
óâåëè÷åíèè íåîäíîðîäíîñòè êîýôôèöèåíòîâ, η = 2 ÷ 4, êîëè÷åñòâî âíåøíèõ èòåðà-
öèé âîçðàñòàåò, íî èõ ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå ïî-ïðåæíåìó äîñòèãàåòñÿ ïðè K = 7±1.
Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî óâåëè÷åíèå ÷èñëà âíóòðåííèõ èòåðàöèé âûøå K > 7, ÷àñòî
âëå÷åò çà ñîáîé ðîñò ÷èñëà âíåøíèõ èòåðàöèé, ÷òî óêàçûâàåò íà íåòðèâèàëüíîñòü
âûáîðà îïòèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ K.
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Ðèñ. 1. Çàâèñèìîñòè êîëè÷åñòâà âíåøíèõ BiCG èòåðàöèé è óäåëüíîãî âðåìåíè ðåøåíèÿ çàäà÷è îò
ðàçìåðíîñòè ñåòêè ïðè ðàçëè÷íîì êîëè÷åñòâå âíóòðåíèõ ÌÏÍ èòåðàöèé.

Â ñëó÷àå σxy = σyx 6= 0 ìàòðèöà A ñèñòåìû (4) íå ÿâëÿåòñÿ ðàçðåæåííîé, ïî-
ýòîìó âû÷èñëåíèå ïðîèçâåäåíèÿ äàííîé ìàòðèöû íà âåêòîð ñëåäóåò ðåàëèçîâûâàòü
â òðè ýòàïà: óìíîæåíèÿ ìàòðèöû ñïåêòðàëüíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ íà äâóìåðíûé
ìàññèâ ðåøåíèÿ, ïîýëåìåíòíîãî óìíîæåíèÿ ïîëó÷åííîãî ìàññèâà íà ìàññèâ çíà÷åíèé
ñîîòâåòñòâóþùèõ êîýôôèöèåíòîâ è ïîñëåäóþùåãî óìíîæåíèÿ ðåçóëüòàòà íà ìàòðè-
öó ñïåêòðàëüíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ. Ïðîèçâîäíîé ïî x ñîîòâåòñòâóåò óìíîæåíèå
ñëåâà ìàòðèöû ñïåêòðàëüíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ C íà äâóìåðíûé ìàññèâ ðåøåíèÿ
U, â êîòîðîì ñòîëáöû ìàññèâà ñîäåðæàò ðàñïðåäåëåíèå ðåøåíèÿ âäîëü îñè x äëÿ
êàæäîãî çíà÷åíèÿ yk, k = 1, N. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâîäíîé ïî y èñïîëüçóåì ïðî-
èçâåäåíèå UCT. Â îñòàëüíîì ñòðóêòóðà ìåòîäà íå ìåíÿåòñÿ è çàâèñèìîñòü ñõîäèìî-
ñòè âíåøíèõ èòåðàöèé îò êîëè÷åñòâà âíóòðåííèõ èòåðàöèé êà÷åñòâåííî àíàëîãè÷íà
ðàññìîòðåííîìó âûøå ñëó÷àþ. Ðàññìîòðåííûé ìåòîä ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí äëÿ
÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷ â îáëàñòè áîëåå ñëîæíîé ãåîìåòðèè [4].
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ÄÈÍÀÌÈÊÀ ÈÇÌÅÍÅÍÈÉ ÁÈÎÌÀÑÑÛ ÝÊÎÑÈÑÒÅÌÛ
¾ËÅÑ�ÏÎ×ÂÀ¿

Ë.À. Âîëîä÷åíêîâà, À.Ê. Ãóö

Èçâåñòíî, ÷òî ¾ëåñíàÿ ðàñòèòåëüíîñòü ñ ìîìåíòà îáðàçîâàíèÿ ñîìêíóòîãî äðåâî-
ñòîÿ àêòèâíî âîçäåéñòâóåò íà ïî÷âó, èçìåíÿÿ åå ñâîéñòâà. Ïðîèñõîäÿùèå èçìåíåíèÿ â
ïî÷âå ñâÿçàíû ñ âèäîâûì ñîñòàâîì ëåñîîáðàçóþùèõ ïîðîä ëåñíîãî áèîöåíîçà¿ [1].

Äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî îïèñàíèÿ ñîñóùåñòâîâàíèÿ (âçàèìîäåéñòâèÿ) ëåñíîé ðàñòè-
òåëüíîñòè è ïî÷âû ïðåäëàãàåòñÿ [2] ñëåäóþùàÿ ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíå-
íèé, îïèñûâàþùàÿ áèîöåíîç ¾ëåñ�ïî÷âà¿:





dB

dt
= f1(B, P, µ) = rB

(
1− B

k

)
− αwP,

dP

dt
= f2(B, P, µ) = γ(p− P 2)P + δw2B.

(1)

Çäåñü B(t) � áèîìàññà ëåñà, P (t) � ìåðà ïëîäîðîäèÿ ïî÷âû, p � ìåðà òèïà ïî÷âîîá-
ðàçóþùåé ïîðîäû, w � âëàæíîñòü ïî÷âû, r, k, α, γ, δ > 0 � êîíñòàíòû. Ïàðàìåòð
µ � ýòî ëèáî r, ëèáî γ, ëèáî p íà âûáîð èññëåäîâàòåëÿ.

Ñòàöèîíàðíûå ðàâíîâåñèÿ (B, P ) áèîöåíîçà ¾ëåñ�ïî÷âà¿, ïðè êîòîðûõ áèîìàññà
(îòíîñèòåëüíî) ïîñòîÿííà íåêîòîðîå âðåìÿ, íàõîäèì, ðåøàÿ ñèñòåìó óðàâíåíèé

dB

dt
= 0,

dP

dt
= 0,

èëè 



rB

(
1− B

k

)
− αwP = 0,

γ(p− P 2)P + δw2B = 0.

(2)

Èìååì î÷åâèäíîå ñòàöèîíàðíîå ðàâíîâåñèå R0 = (B0, P0) = (0, 0). Îñòàëüíûå ðàâíî-
âåñèÿ � ýòî ðåøåíèÿ ñèñòåìû





(
γpr

αw
+ vδw

)
B − γpr

αwK
B2− γr3

α3w3
B3+

3γr3

α3w3K
B4− 3γpr3

α3w3K2
B5+

γpr3

α3w3K3
B6 =0,

P =
γr

αw
B

(
1− γB

K

)
.

(3)

Ïåðâîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (3) äà¼ò ðåøåíèå B0 = 0, è çàòåì ïîèñê êîðíåé ñâîäèòñÿ
ê ðåøåíèþ óðàâíåíèÿ 5-é ñòåïåíè ïî B. Ñëåäîâàòåëüíî, èìååòñÿ, êàê ìèíèìóì, åù¼
îäèí äåéñòâèòåëüíûé êîðåíü B1. Îñòà¼òñÿ íàéòè êîðíè óðàâíåíèÿ 4-é ñòåïåíè.

Îäíàêî, íàïðèìåð, ïðè

r = α = β = γ = w = K = 1, p = 2, δ = 20

ýòî óðàâíåíèå 4-é ñòåïåíè íå èìååò äåéñòâèòåëüíûõ êîðíåé. Â äàííîì ñëó÷àå èìååì
ñòàöèîíàðíîå ðàâíîâåñèå R1 = (B1, P1) ≈ (−1, 4;−3, 36).
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Íî âîçìîæåí ëè ïåðåõîä îò ñòàöèîíàðíûõ ðàâíîâåñèé ê öèêëè÷åñêèì, íàëè÷èå
êîòîðûõ îïèñûâàåòñÿ â ëèòåðàòóðå? Âîçìîæåí. È ìàòåìàòè÷åñêè äëÿ ñèñòåìû (1) ýòî
îáíàðóæèâàåòñÿ ÷åðåç ìåõàíèçì áèôóðêàöèé Àíäðîíîâà-Õîïôà [3,4].

Â ñàìîì äåëå, ðàññìîòðèì ñòàöèîíàðíîå ðàâíîâåñèå R0 = (B0, P0) = (0, 0). Äëÿ
íåãî âû÷èñëÿåì ñîáñòâåííûå ÷èñëà, ðåøàÿ óðàâíåíèÿ

det

∣∣∣∣
∂(f1, f2)

∂(B,P )
(B0, P0)− λE

∣∣∣∣ = 0.

Ïðè âûïîëíåíèè íåðàâåíñòâà (r−γp)2 < 4αδw3 èìååì ïàðó êîìïëåêñíî-ñîïðÿæ¼ííûõ
êîðíåé, ïðè÷åì

Re λ =
1

2
(r + γp),

d Re λ

dµ
=

1

2
,

1

2
p,

1

2
γ > 0

c ïàðàìåòðîì µ, îãîâîðåííûì âûøå.
Ñëåäîâàòåëüíî, ïî òåîðåìå Àíäðîíîâà-Õîïôà [3, 4] ìîæåò óñòàíîâèòüñÿ àâòîêî-

ëåáàíèå âî âñåõ òð¼õ ñëó÷àÿõ ïàðàìåòðà µ. Ïðè ïîòåðå óñòîé÷èâîñòè ðàâíîâåñèÿ
R0 = (B0, P0) = (0, 0) áèîöåíîç ïðåòåðïåâàåò áèôóðêàöèþ Àíäðîíîâà� Õîïôà. Âòî-
ðîå ðàâíîâåñèå R1 = (B1, P1) òàêèì ñâîéñòâîì íå îáëàäàåò.

Õîòÿ, âèäèìî, ñëåäóåò ãîâîðèòü íå î ïðîñòûõ àâòîêîëåáàíèÿõ, à î êàòàñòðîôè÷å-
ñêèõ àâòîêîëåáàíèÿõ, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ñëåäñòâèåì ãðàíäèîçíûõ èçìåíåíèé êëèìàòà
èëè óðàãàíîâ.

Ðàâíîâåñèÿ R0, R1 íå ÿâëÿþòñÿ ðåàëüíûìè ðàâíîâåñèÿìè, ïîñêîëüêó â ðåàëüíîé
ñèòóàöèè

B(t) > 0, P (t) > 0,

ò. å. áèîìàññà è ìåðà ïëîäîðîäèÿ ïî÷âû � ïîëîæèòåëüíûå âåëè÷èíû, è, ñëåäîâàòåëüíî,
íóæíî áðàòü íåíóëåâûå ïîëîæèòåëüíûå çíà÷åíèÿ äëÿ êîîðäèíàò ðàâíîâåñèÿ. Íî â
äåéñòâèòåëüíîñòè âìåñòî óðàâíåíèÿ (1) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ñèñòåìó





dB

dt
= r(B −B∗)

(
1− (B −B∗)

k

)
− αw(P − P∗),

dP

dt
= γ

[
p− (P − P∗)2

]
(P − P∗) + δw2(B −B∗),

(5)

ãäå B∗, P∗ > 0 � âåëè÷èíû, îñóùåñòâëÿþùèå ñäâèã â ïðîñòðàíñòâå (B,P ) ê ðåàëüíûì
çíà÷åíèÿì ðàâíîâåñèé ñèñòåìû ¾ëåñ-ïî÷âà¿.

Ïîíÿòíî, ÷òî è äî ñäâèãà, è ïîñëå ñäâèãà Ri → R∗
i = (B∗

i , P
∗
i ) ðàâíîâåñèå R∗

1 èìååò
ìåíüøåå çíà÷åíèå áèîìàññû, ÷åì R∗

0.
Â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðèåé êàòàñòðîô ðàâíîâåñèå R∗

1 ïðè ïîòåðå óñòîé÷èâîñòè ïå-
ðåéä¼ò ñêà÷êîì â ðàâíîâåñèå R∗

0 , à ïîñëåäíåå â ïðèíöèïå ìîæåò âåðíóòüñÿ ê ðàâíîâå-
ñèþ R∗

1 (ïîæàð, ðóáêà ëåñà), íî ñêîðåå âñåãî ñëåäóåò îæèäàòü áèôóðêàöèè Àíäðîíîâà�
Õîïôà, ïîñêîëüêó èìåííî ýòî îòâå÷àåò íîðìàëüíîé ýâîëþöèè ëåñà.

Ïîýòîìó ñêà÷êîîáðàçíàÿ ñìåíà R∗
1 → R∗

0 ñòàöèîíàðíîãî ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû ãî-
âîðèò î òîì, ÷òî ëåñ ïåðåõîäèò ê ðàâíîâåñèþ, â êîòîðîì îí ïðîäóöèðóåò áîëüøå áèî-
ìàññû, è ïðè ïîòåðå óñòîé÷èâîñòè ýòîò ñòàöèîíàðíûé ïðîöåññ çàêîí÷èòñÿ ïåðåõîäîì
ïîñðåäñòâîì áèôóðêàöèè Àíäðîíîâà�Õîïôà [3, 4] ê öèêëè÷åñêèì èçìåíåíèÿì áèîìàñ-
ñû è ñîñòîÿíèÿ ïî÷âû.

Ìîæíî ïðîèíòåðïðåòèðîâàòü ýòî, êàê ñòàöèîíàðíîå ñóùåñòâîâàíèå ýêîñèñòåìû â
ñîñòîÿíèè R∗

1 ñ ìàëîé ïðîäóêöèåé áèîìàññû (ïîñàäêè), çàòåì ïåðåõîä ê ñîñòîÿíèþ
R∗

0 c áîëüøåé ïðîäóêöèåé áèîìàññû (çðåëûé ëåñ), è, íàêîíåö, ýêîñèñòåìà îêàçûâàåòñÿ
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â ñîñòîÿíèè, êîãäà êàêèì-òî îáðàçîì ïåðèîäè÷åñêè ìåíÿþòñÿ áèîìàññà è ïëîäîðîäèå
ïî÷âû (ïîæàðû + âîññòàíîâëåíèå ëåñà ïîñëå ïîæàðîâ èëè âûðóáêè + âîññòàíîâëåíèå
ëåñà ïîñëå ïîæàðîâ èëè âûðóáîê).
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ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈÅ ÐÀÇÂÈÒÈß ÏÀÍÄÅÌÈÈ COVID-19
ÍÀ ÁÀÇÅ ÑÏÅÖÈÔÈÊÀÖÈÈ SIR ÌÎÄÅËÈ

À.Ñ. Ãîðóë¼â, À.Â. Êàïóñòî
Â ïåðèîä ñ äåêàáðÿ 2019 ïî ìàðò 2022 ãîäà ïî âñåìó ìèðó áûëî çàôèêñèðîâà-

íî 488 ìëí. ñëó÷àåâ çàðàæåíèÿ êîðîíàâèðóñíîé èíôåêöèåé, 6,14 ìëí. èç êîòîðûõ èìå-
ëè ëåòàëüíûé èñõîä (õîòÿ ïîêàçàòåëü ñìåðòíîñòè ñ÷èòàåòñÿ çàíèæåííûì). Ñàìîé
ñìåðòîíîñíîé ïàíäåìèåé ïðîøëîãî âåêà ïðèíÿòî ñ÷èòàòü èñïàíêó (èñïàíñêèé ãðèïï),
êîòîðàÿ â 1918 � 1922 ãã. ïîñëå Ïåðâîé ìèðîâîé âîéíû óíåñëà æèçíè 50 ìèëëèîíîâ ÷å-
ëîâåê èëè 2,73% îò âñåãî íàñåëåíèÿ. ×èñëî æåðòâ ïàíäåìèé ÷óìû (541�542 ãã., 1347�
1351 ãã.) áûëî åùå áîëåå ìíîãî÷èñëåííûì. Ïîñëåäñòâèÿ ïàíäåìèé ñêàçûâàþòñÿ âî
âñåõ ñôåðàõ äåÿòåëüíîñòè êàê îòäåëüíîãî ÷åëîâåêà, òàê è ñòðàí â öåëîì, � ñîöè-
àëüíîé, ôèíàíñîâîé, ïîëèòè÷åñêîé è ò.ä. Ïîýòîìó áîëüøîå çíà÷åíèå ïðèîáðåòàþò íå
òîëüêî äîñòèæåíèÿ ìåäèöèíû â îáëàñòè áîðüáû ñ èíôåêöèÿìè, íî è âñå ðåçóëüòàòû â
íàïðàâëåíèè ìîäåëèðîâàíèÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ è ðàçâèòèÿ ýïèäåìèé [1].

Íàèáîëåå èçâåñòíîé ìîäåëüþ ðàçâèòèÿ ýïèäåìèé ñ÷èòàåòñÿ SIR ìîäåëü, â îñíîâå
êîòîðîé ëåæèò ðàçäåëåíèå íàñåëåíèÿ íà âîñïðèèì÷èâûõ (S), èíôèöèðîâàííûõ (I) è
ïåðåáîëåâøèõ (R). Îíà èìååò âûñîêóþ òî÷íîñòü ïðîãíîçà ïðè áîëüøîé ïîïóëÿöèè
è ëåãêî ìîæåò áûòü ðàñøèðåíà ïóòåì äîáàâëåíèÿ äîïîëíèòåëüíûõ ïàðàìåòðîâ [2].
Íàïðèìåð, â èçâåñòíóþ SEIR ìîäåëü âêëþ÷àþò E � èíêóáàöèîííûé ïåðèîä.

Äëÿ ïîâûøåíèÿ òî÷íîñòè ïðîãíîçà â ïðîâåäåííîì èññëåäîâàíèè â êëàññè÷åñêóþ
SIR ìîäåëü áûëî äîáàâëåíî 3 ïàðàìåòðà: H � ãîñïèòàëèçèðîâàííûå (íå â ðåàíèìàöèè
èëè îòäåëåíèè èíòåíñèâíîé òåðàïèè), C � ãîñïèòàëèçèðîâàííûå (â ðåàíèìàöèè èëè
îòäåëåíèè èíòåíñèâíîé òåðàïèè) è D � óìåðøèå îò áîëåçíè.

SIHCDR ìîäåëü îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùåé ñèñòåìîé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé:
dS(t)

dt
= −θI(t) · S(t)

N −D(t)
− µ · S(t),

dI(t)

dt
= θI(t) · S(t)

N −D(t)
− (ω1 + η + µ) · I(t),

dH(t)

dt
= ηI(t)− (ω2 + λ1 + ξ + µ) ·H(t),

dC(t)

dt
= ξH(t)− (ω3 + λ2 + µ) · C(t),

dD(t)

dt
= λ1H(t) + λ2C(t),

dR(t)

dt
= ω1I(t) + ω2H(t) + ω3C(t)− µR(t),
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ãäå S(t) � êîëè÷åñòâî âîñïðèèì÷èâûõ íà ìîìåíò âðåìåíè t, I(t) � êîëè÷åñòâî èí-
ôèöèðîâàííûõ íà ìîìåíò âðåìåíè t, H(t) � êîëè÷åñòâî ãîñïèòàëèçèðîâàííûõ áåç
èíòåíñèâíîé òåðàïèè íà ìîìåíò âðåìåíè t, C(t) � êîëè÷åñòâî ãîñïèòàëèçèðîâàííûõ
â îòäåëåíèè èíòåíñèâíîé òåðàïèè íà ìîìåíò âðåìåíè t, D(t) � êîëè÷åñòâî óìåð-
øèõ îò ïàíäåìèè íà ìîìåíò âðåìåíè t, R(t) � êîëè÷åñòâî âûçäîðîâåâøèõ íà ìîìåíò
âðåìåíè t, N � íàñåëåíèå ñòðàíû, µ � åñòåñòâåííûé óðîâåíü ñìåðòíîñòè, θI(t) �
êîýôôèöèåíò ïåðåõîäà èç êàòåãîðèè S â êàòåãîðèþ I, ξ � êîýôôèöèåíò ïåðåõîäà
èç êàòåãîðèè H â êàòåãîðèþ C, ω1, ω2, ω3 � êîýôôèöèåíòû âûçäîðîâëåíèÿ èç êà-
òåãîðèé I, H è C ñîîòâåòñòâåííî, λ1 � êîýôôèöèåíò ñìåðòíîñòè îò áîëåçíè äëÿ
êàòåãîðèè H, λ2 � êîýôôèöèåíò ñìåðòíîñòè îò áîëåçíè äëÿ êàòåãîðèè C, η � êîýô-
ôèöèåíò ãîñïèòàëèçàöèè [3].

Ïðîâåäåíèå ìîäåëèðîâàíèÿ òðåáóåò îïðåäåëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ìîäåëè íà áàçå
ðÿäà âñïîìîãàòåëüíûõ ñòàòèñòè÷åñêèõ äàííûõ, äëÿ ÷åãî áûëà èñïîëüçîâàíà íàõîäÿ-
ùàÿñÿ â ñâîáîäíîì äîñòóïå òðåáóåìàÿ ñòàòèñòè÷åñêàÿ èíôîðìàöèÿ ïî Ãåðìàíèè.

Ìîäåëèðîâàíèå ñ èñïîëüçîâàíèåì ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âûïîë-
íÿëîñü â ïàêåòå ïðèêëàäíûõ ïðîãðàìì MATLAB [4]. Äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû ñ çàäàí-
íûìè ïàðàìåòðàìè ïðèìåíÿëàñü ôóíêöèÿ ode45. Ïîêàçàòåëè âðåìåíè ëå÷åíèÿ, ïå-
ðèîäîâ çàðàçíîñòè è èíòåíñèâíîé òåðàïèè áûëè îïðåäåëåíû ïî îöåíêàì Èíñòèòóòà
èìåíè Ðîáåðòà Êîõà. Ïðè îöåíêå êîëè÷åñòâà êîíòàêòîâ èñïîëüçîâàëèñü ñðåäíèå ïîêà-
çàòåëè èç ñòàòåé è ïóáëèêàöèé íà òåìó ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïàíäåìèè. Êîýôôèöèåíòû
ãîñïèòàëèçàöèè è ñìåðòíîñòè ðàññ÷èòàíû íà îñíîâå äàííûõ ýëåêòðîííîãî èñòî÷íèêà
de.statista.com.

Ñ öåëüþ ïðîâåðêè òî÷íîñòè ïðîãíîçà è êîððåêòèðîâêè çíà÷åíèé êîýôôèöèåíòîâ
áûëî ïðîâåäåíî ìîäåëèðîâàíèå âòîðîé âîëíû ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïàíäåìèè COVID-19 â
Ãåðìàíèè íà îñíîâå äàííûõ ýëåêòðîííûõ ðåñóðñîâ de.statista.com, worldometers.info è
intensivregister.de çà ïåðèîä, ïðåäøåñòâóþùèé âñïûøêå çàáîëåâàåìîñòè. Â ðåçóëüòàòå
ìîäåëèðîâàíèÿ áûëà ïîëó÷åíà êàðòèíà äèíàìèêè èçìåíåíèÿ êîëè÷åñòâà èíôèöèðî-
âàííûõ ëþäåé, êîòîðàÿ ïîäòâåðäèëà êîððåêòíîñòü ìîäåëè, ÷òî ïîçâîëèëî ðàññ÷èòàòü
êîýôôèöèåíò ðèñêà çàðàæåíèÿ.

Ìîäåëèðîâàíèå ÷åòâåðòîé âîëíû COVID-19 ïðîäåìîíñòðèðîâàëî èçìåíåíèå êîëè-
÷åñòâà èíôèöèðîâàííûõ ëþäåé âî âòîðîé ïîëîâèíå 2021 ãîäà è â 2022 ãîäó â çàâè-
ñèìîñòè îò ïðèíèìàåìûõ ãîñóäàðñòâîì ìåð, à òàêæå äàëî îñíîâàíèå äëÿ îæèäàíèÿ
ïÿòîé âîëíû ïàíäåìèè â 2022 ãîäó ïðè îòñóòñòâèè ëîêäàóíà âî âðåìÿ ÷åòâåðòîé âîë-
íû.

Ïðîãíîçèðîâàíèå áóäóùèõ âîëí ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïàíäåìèé è ýïèäåìèé èãðàåò
âàæíóþ ðîëü â êðàòêîñðî÷íîì è ñðåäíåñðî÷íîì ïëàíèðîâàíèè è ïîçâîëÿåò çàðàíåå
îöåíèòü ïîòåíöèàëüíûé óùåðá äàííîé óãðîçû è ïðèíÿòü ðåøåíèå î öåëåñîîáðàçíîñòè
ââåäåíèÿ îãðàíè÷èòåëüíûõ ìåð.
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ÝÊÐÀÍÈÐÎÂÀÍÈÅ ÈÌÏÓËÜÑÍÛÕ ÝËÅÊÒÐÎÌÀÃÍÈÒÍÛÕ
ÏÎËÅÉ, ÈÑÏÎËÜÇÓÅÌÛÕ Â ÍÀÒÓÐÍÛÕ ÝÊÑÏÅÐÈÌÅÍÒÀÕ,

ÝÊÐÀÍÀÌÈ ÈÇ ÏÅÐÌÀËËÎß

Â.Ò. Åðîôååíêî, Ã.Ô. Ãðîìûêî, Ã.Ì. Çàÿö

Ñôîðìóëèðóåì òð¼õîáëàñòíóþ êðàåâóþ çàäà÷ó ýêðàíèðîâàíèÿ ïëîñêîãî èìïóëüñ-
íîãî ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ ýêðàíîì èç ïåðìàëëîÿ ñ íåëèíåéíûì óðàâíåíèåì äëÿ
ïîëÿ íàìàãíè÷åííîñòè.

Êðàåâàÿ çàäà÷à. Äëÿ ïåðâè÷íîãî ïîëÿ E0, H0 â îáëàñòè D1 (z < 0), âîç-
äåéñòâóþùåãî íà ïëîñêèé ýêðàí D (0 < z < ∆) (ðèñ.1), òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü ýëåê-
òðîìàãíèòíûå ïîëÿ E

′
1, H

′
1; E2, H2 â îáëàñòÿõ D1 (z < 0), D2 (z > ∆) è ïîëÿ

E, H, M â ñëîå D, êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì [1]:
� óðàâíåíèÿì Ìàêñâåëëà:

rotE′
1 = −µ0

∂

∂t
H′

1, rotH′
1 = ε0

∂

∂t
E′

1, z < 0, (1)

rotE2 = −µ0
∂

∂t
H2, rotH2 = ε0

∂

∂t
E2, z > ∆, (2)

∂H

∂t
=

1

σ̇µ0

(∆H− grad div H)− γ̇P,
∂M

∂t
= γ̇P, 0 < z < ∆, (3)

P � íåëèíåéíîå ïîëå;
� ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì íåïðåðûâíîñòè òàíãåíöèàëüíûõ ñîñòàâëÿþùèõ ýëåêòðîìàã-
íèòíûõ ïîëåé E1, H1; E2, H2, â îáëàñòÿõ D1, D2 è ïîëåé E, H, M â ñëîå D íà
ïëîñêîñòÿõ Γ1 (z = 0), Γ2 (z = ∆):

(Eτ − E1τ )|z=0 = 0, ((H + M)τ −H1τ )|z=0 = 0, E1 = E0 + E
′
1, H1 = H0 + H

′
1,

(Eτ − E2τ )|z=∆ = 0, ((H + M)τ −H2τ )|z=∆ = 0; (4)

� ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì äëÿ ïîëÿ íàìàãíè÷åííîñòè íà ïëîñêîñòÿõ Γ1, Γ2:

Mx|z=0 = 0, My|z=0 = 0, (H + M,n) |z=0 = Hsmc(t′), n = ez,

Mx|z=∆ = 0, My|z=∆ = 0, (H + M,n) |z=∆ = 0, (5)

Hsm, c(t′) îïðåäåëåíû â [1];
� óñëîâèÿì èçëó÷åíèÿ íà áåñêîíå÷íîñòü â îáëàñòÿõ D1, D2.

Ðèñ. 1. Ýêðàíèðîâàíèå ýëåêòðîìàãíèòíîãî èìïóëüñà E0, H0 ýêðàíîì D.
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Â êà÷åñòâå ïåðâè÷íîãî ïîëÿ ðàññìîòðèì èìïóëüñíîå ïîëå

E0(z, t) = −B0

(
T (−)

)
ey, H0(z, t) =

1

Z0

B0

(
T (−)

)
ex, B0 (t′) = Z0H0b (t′),

ãäå H0 � ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ìàãíèòíîãî ïîëÿ H0, T (−) =
ct− z

cτ
, τ =

1

2
Tèìï,

Tèìï � äëèòåëüíîñòü èìïóëüñà, t
′
=

2t

Tèìï
� áåçðàçìåðíîå âðåìÿ, c � ñêîðîñòü ñâåòà.

Â òåõíè÷åñêèõ ýêñïåðèìåíòàõ èñïîëüçóþòñÿ èìïóëüñû âèäà (ðèñ. 2)

b (t′) =





0.5sin
(
0.5π(10t

′ − 1)
)

+ 0.5, 0 6 t
′ 6 0.2,

exp
(−c0(10t

′ − 2)2
)
, c0 = ln2/9, 0.2 6 t

′ 6 2,

0, t
′ 6 0, t

′ > 2,

(6)

â êîòîðûõ t
′
= 0.2 � âðåìÿ ôðîíòà èìïóëüñà, t

′
= 0.5 � âðåìÿ ïîëóñïàäà, t

′
= 2 �

âðåìÿ äëèòåëüíîñòè èìïóëüñà.

Ðèñ. 2. Ñòðóêòóðà èìïóëüñà (6) ìàãíèòíîãî ïîëÿ H0, âîçäåéñòâóþùåãî íà ýêðàí D .

Êîýôôèöèåíò ýôôåêòèâíîñòè ýêðàíèðîâàíèÿ, ïîêàçûâàþùèé âî ñêîëüêî ðàç îñëà-
áåâàåò ýëåêòðîìàãíèòíûé èìïóëüñ ïðè ïðîõîæäåíèè ÷åðåç ýêðàí, îïðåäåëèì ôîðìó-
ëîé

Ý =
max

06t<∞
|E0(0, t)|

max
06t<∞

|E2(∆, t)| .

Êðàåâàÿ çàäà÷à (1)�(5) ÿâëÿåòñÿ òð¼õîáëàñòíîé êðàåâîé çàäà÷åé äëÿ îáëàñòåé D1,
D2, D, êîòîðàÿ äëÿ ÷èñëåííîé ðåàëèçàöèè ïðåîáðàçîâàíà [1] â îäíîîáëàñòíóþíà÷àëüíî-
êðàåâóþ çàäà÷ó îòíîñèòåëüíî áåçðàçìåðíûõ êîìïîíåíò ìàãíèòíîãî ïîëÿ ui è êîìïî-
íåíò ïîëÿ íàìàãíè÷åííîñòè vi, i = 1, 2, 3. Äëÿ ðåøåíèÿ èñïîëüçóåòñÿ ñåòî÷íûé ìåòîä.

×èñëåííî èññëåäîâàíû õàðàêòåðèñòèêè ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ â çàâèñèìîñòè îò
íà÷àëüíîãî èìïóëüñà. Âû÷èñëåí êîýôôèöèåíò ýôôåêòèâíîñòè ýêðàíèðîâàíèÿ Ý â
çàâèñèìîñòè îò õàðàêòåðèñòèê ýêðàíà. Íàïðèìåð, äëÿ ýêðàíà òîëùèíîé ∆ = 10−4 ì
ñ ïðîâîäèìîñòüþ σ̇ = 6 · 103 Ñì/ì è Hsm = 102A/ì, H0 = 103A/ì ïîëó÷åí êîýô-
ôèöèåíò ýôôåêòèâíîñòè ýêðàíèðîâàíèÿ Ý = 115.0, à ñ ïðîâîäèìîñòüþ σ̇ = 5 · 103 �
Ý = 95.0.
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ÏÐÈÌÅÍÅÍÈÅ ÌÅÒÎÄÎÂ i-ÃËÀÄÊÎÃÎ ÀÍÀËÈÇÀ Â ÇÀÄÀ×ÀÕ
ÒÅÎÐÈÈ ÔÓÍÊÖÈÎÍÀËÜÍÎ-ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÛÕ

ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ

À.Â. Êèì

i-Ãëàäêèé àíàëèç [2, 3] ïîçâîëÿåò ðàçðàáàòûâàòü òåîðèþ ñèñòåì ñ ïîñëåäåéñòâèåì
àíàëîãè÷íî òåîðèè ÎÄÓ, ïðè ýòîì â ñëó÷àå èñêëþ÷åíèÿ (èñ÷åçíîâåíèÿ) çàïàçäûâàíèÿ,
ïîëó÷àåìûå ðåçóëüòàòû ïåðåõîäÿò ñ òî÷íîñòüþ äî îáîçíà÷åíèé â ñîîòâåòñòâóþùèå
ðåçóëüòàòû òåîðèè ÎÄÓ [2�6].

Â äîêëàäå íà ïðèìåðàõ
• Ìåòîäà ôóíêöèîíàëîâ Ëÿïóíîâà-Êðàñîâñêîãî,
• Ìåòîäà äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ äëÿ ñèñòåì ñ ïîñëåäåéñòâèåì,
• Òåîðèè ÀÊÎÐ äëÿ ñèñòåì ñ ïîñëåäåéñòâèåì,
• Ìåòîäà òèïà Ðóíãå-Êóòòû äëÿ ñèñòåì ñ "ïðîèçâîëüíûì"ïîñëåäåéñòâèåì

îáúÿñíÿþòñÿ ïðèíöèïû èññëåäîâàíèÿ çàäà÷ òåîðèè ÔÄ íà îñíîâå ìåòîäîëîãèè i-ãëàä-
êîãî àíàëèçà [2-4].

Ðàçðàáîòàííûå íà îñíîâå i-ãëàäêîãî àíàëèçà ÷èñëåííûåìåòîäû ðåøåíèÿÔÄÓðåà-
ëèçîâàíû â ôîðìå ïàêåòà ïðèêëàäíûõ ïðîãðàìì Time-Delay System Toolbox [6].

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðîåêò � 20-01-00352).
Ëèòåðàòóðà

1. Êðàñîâñêèé Í.Í. Íåêîòîðûå çàäà÷è òåîðèè óñòîé÷èâîñòè äâèæåíèÿ. Ì.: Ôèçìàãèç, 1959.
2. Êèì A.Â. i-Ãëàäêèé àíàëèç è ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ. Åêàòåðèíáóðã:

ÈÌÌ ÓðÎ ÐÀÍ, 1996.
3. Kim A.V. i-Smooth analysis. Theory and Applications. New Jersey: Wiley, 2015.
4. Kim A.V., Ivanov A.V. Systems with Delays. Analysis, Control and Simulation. New Jersey: Wiley,

2015.
5. Kwon W.H., Kim A.V., Kormyshev V.M., Pimenov V.G., Lozhnikov A.B., Solodushkin S. I.

Analytical constructing of regulators for systems with delays. Ekaterinburg: Ural Federal university press,
2011.

6. Kim A.V., Kwon W.H., PimenovV.G., Han S.H., Lozhnikov A.B., Moon Y. S.Time-Delay System
Toolbox (for use with Matlab). Seoul National university. School of Electrical Engineering, 1998.
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Î ÄÈÍÀÌÈ×ÅÑÊÎÌ ÒÓÐÁÓËÅÍÒÍÎÌ ÏÎÃÐÀÍÈ×ÍÎÌ ÑËÎÅ

Â.Í. Ëàïòèíñêèé

Èññëåäóåòñÿ ñèñòåìà ñîîòíîøåíèé

ux
∂ux

∂x
+ uy

∂ux

∂y
= U

dU

dx
+ ν

∂2ux

∂y2
+

1

ρ

∂τt

∂y
, (1)

∂ux

∂x
+

∂uy

∂y
= 0, (2)

ux|y=0 = 0, uy|y=0 = 0; ux|y=δ(x) = U (x), (3)
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ïðåäñòàâëÿþùàÿ ñîáîé çàäà÷ó Ïðàíäòëÿ î äèíàìè÷åñêîì òóðáóëåíòíîì ïîãðàíè÷íîì
ñëîå êîíå÷íîé òîëùèíû δ (x) â ñëó÷àå ïëîñêîãî íåñæèìàåìîãî òå÷åíèÿ æèäêîñòè,
[2, ñ. 368], ïðè ýòîì äëÿ òóðáóëåíòíîé ñîñòàâëÿþùåé τt ïîëíîãî íàïðÿæåíèÿ òðåíèÿ
τ = τl + τt èñïîëüçóåòñÿ ôîðìóëà Ïðàíäòëÿ

τt = ρκ2y2

∣∣∣∣
∂ux

∂y

∣∣∣∣
∂ux

∂y
, (4)

ãäå τl = µ∂ux/∂y � ëàìèíàðíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ. Èñêîìûìè âåëè÷èíàìè ÿâëÿþòñÿ
ôóíêöèè δ (x) è τ0 (x) � êàñàòåëüíîå íàïðÿæåíèå; çíàê îñðåäíåíèÿ ñêîðîñòè îïóùåí.

Â ñëó÷àå ëàìèíàðíîãî òå÷åíèÿ â ðàáîòå [3] ïî ìåòîäó [4] ïîëó÷åíî òî÷íîå ðåøå-
íèå ýòîé çàäà÷è. Îäíàêî âñëåäñòâèå ÷ðåçâû÷àéíîé ñëîæíîñòè êàðòèíû òóðáóëåíòíîãî
òå÷åíèÿ è îòñóòñòâèÿ ðàöèîíàëüíûõ òåîðèé òóðáóëåíòíîñòè ðåøåíèå çàäà÷è (1)�(3)
â ñòðîãîé ìàòåìàòè÷åñêîé ïîñòàíîâêå â íàñòîÿùåå âðåìÿ íåâîçìîæíî [2, ñ. 380]. Äëÿ
ðàñ÷åòà òóðáóëåíòíûõ òå÷åíèé èñïîëüçóþòñÿ ðàçëè÷íûå ïîëóýìïèðè÷åñêèå òåîðåòè-
÷åñêèå ãèïîòåçû, ñâÿçûâàþùèå ñèëû òóðáóëåíòíîé âÿçêîñòè, âûçûâàåìûå òóðáóëåíò-
íûì ïåðåìåøèâàíèåì, ñ îñðåäíåííûìè âî âðåìåíè ñêîðîñòÿìè. Òîëüêî ïîñëå ââåäåíèÿ
òàêèõ ãèïîòåç ãèäðîäèíàìè÷åñêèå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ îñðåäíåííîãî äâè-
æåíèÿ ïðèíèìàþò âèä, äîïóñêàþùèé èõ èíòåãðèðîâàíèå [1, ñ. 520]. Ïåðâîé áûëà ãè-
ïîòåçà Ë. Ïðàíäòëÿ, îñíîâàííàÿ íà ïîíÿòèè ïóòè ïåðåìåøèâàíèÿ l = l(y), íà îñíîâå
êîòîðîãî ôóíêöèÿ τt = τt(x, y) ïðåäñòàâèìà â âèäå

τt = ρl2(y)

∣∣∣∣
∂ux

∂y

∣∣∣∣
∂ux

∂y
;

òîãäà
τ = µ

∂ux

∂y
+ ρl2(y)

∣∣∣∣
∂ux

∂y

∣∣∣∣
∂ux

∂y
. (5)

Ïðèñóòñòâèå àáñòðàêòíîé ôóíêöèè l(y) äåëàåò çàäà÷ó íåîïðåäåëåííîé. Îäíàêî â
íåïîñðåäñòâåííîé áëèçîñòè îò îáòåêàåìîé ãëàäêîé ïîâåðõíîñòè (áåç øåðîõîâàòîñòåé),
òî åñòü â îáëàñòè ëàìèíàðíîãî ïîäñëîÿ 0 6 y < δl, ôóíêöèÿ l(y) èìååò âèä [5, ñ. 392]
l = κy , ãäå κ � èçâåñòíàÿ ïîëóýìïèðè÷åñêàÿ ïîñòîÿííàÿ (κ ≈ 0, 4); òîãäà τt èìååò
âèä (4), è ïîñòàíîâêà çàäà÷è óòî÷íÿåòñÿ, à åå àíàëèç îáëåã÷àåòñÿ, ïðè ýòîì çíàê
ìîäóëÿ ìîæíî óáðàòü.

Â [6�8] ïðåäïðèíÿòû ïîïûòêè àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è â ñëó÷àå, êîãäà

l(y) = κy, 0 6 y 6 δ(x). (6)

Ýòî æåñòêîå îãðàíè÷åíèå, íî îíî ïîçâîëÿåò ïðèìåíèòü ìåòîäèêó [4], äîïîëíåííóþ
ïîíÿòèåì óäàðíîé âÿçêîñòè ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ. Â [6�8] ïîëó÷åíû îïðåäåëåííûå ñîîò-
íîøåíèÿ, äàþùèå îñíîâó äëÿ ïîñòðîåíèÿ ôóíêöèé δ (x), τ0 (x) ëèáî ñòðóêòóðó ýòèõ
ôóíêöèé, îïèñûâàþùóþ ðîëü ôèçè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ çàäà÷è (1)�(3) â ôîðìèðîâàíèè
ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ.

Â äàííîé ðàáîòå íà îñíîâå ôîðìóëû Ïðàíäòëÿ (5) è ïðåîáðàçîâàííîãî óðàâíåíèÿ
Êàðìàíà [1, ñ. 604]

dδ

dx
+

(
2 +

α2

α1

)
U ′

U
δ =

τ0

α1ρU2
, (7)

à òàêæå ñîîòíîøåíèÿ
τ0 =

1

cτ

(
µ

U

δ
+ ρκ2δ2ct

τ 2
0

µ2

)
,
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îïðåäåëÿåìîãî ñ ïîìîùüþ âåëè÷èíû óäàðíîé âÿçêîñòè ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ, ïîëó÷åíî
óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî δ(x) :

1

2

dδ2

dx
+ F

U ′

U
δ2 =

ν

α1cτU
+

ctκ
2δ3

α1cτµ2U2
τ 2
0 , (8)

ãäå

τ0 =
2µU

δ
[
cτ +

√
c2
τ − 4ctκ2δU/ν

] ; (9)

çäåñü cτ = cτ (x), ct = ct (x) � ñòðóêòóðíûå ôóíêöèè, êîíñòðóèðóåìûå íà îñíîâå
áåçðàçìåðíûõ èíòåãðàëüíûõ ñðåäíèõ τ̄ , τ̄t ïî y ∈ [0, δ (x)] áåçðàçìåðíûõ íàïðÿæåíèé
òðåíèÿ ñîîòâåòñòâåííî τ, τt; âåëè÷èíû [1, ñ. 194]

α1 =

1∫

0

f(s)
(
1− f(s)

)
ds, α2 =

1∫

0

(
1− f(s)

)
ds

âû÷èñëÿþòñÿ ïî ïîëóýìïèðè÷åñêîé ôóíêöèè f(s) àâòîìîäåëüíîãî òèïà, îïðåäåëÿå-
ìîé ïî ñîîòâåòñòâóþùåìó ïðîôèëþ ñêîðîñòåé ux/U = f(y/δ) ≡ (y/δ)n [1, ñ. 604],
[5, ñ. 394].

Çàìå÷àíèå. Ïîäêîðåííîå âûðàæåíèå â (9) ÿâëÿåòñÿ áåçóñëîâíî íåîòðèöàòåëüíûì
íà îñíîâàíèè íåðàâåíñòâ cl < cτ 6 2cl < 2 , ãäå cl � ñòðóêòóðíàÿ ôóíêöèÿ, îïðåäå-
ëÿåìàÿ íà îñíîâå τ̄l . Âñå èñïîëüçóåìûå ñòðóêòóðíûå ôóíêöèè èçìåíÿþòñÿ â ñòðîãèõ
ãðàíèöàõ îò 0 äî 1; îíè ÿâëÿþòñÿ ïîñòîÿííûìè âåëè÷èíàìè òîëüêî äëÿ ïðîôèëÿ ñêî-
ðîñòåé àâòîìîäåëüíîãî òèïà.
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ÄÂÅ ÇÀÄÀ×È ÊÀ×ÅÑÒÂÅÍÍÎÃÎ ÐÅØÅÍÈß ÂÎËÍÎÂÛÕ
ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ ÃÈÄÐÎÄÈÍÀÌÈÊÈ È ÝËÅÊÒÐÎÄÈÍÀÌÈÊÈ

Â.Ì. Îâñÿííèêîâ

Ë. Ýéëåð âûâåë â 1752 ã. óðàâíåíèå íåðàçðûâíîñòè äëÿ íåñæèìàåìîé æèäêîñòè
ñ ó÷åòîì ñëàãàåìûõ âûñîêîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè ïî âðåìåíè äåôîðìàöèè êîíòðîëüíîé
ôèãóðû [1�3]

∂u

∂x
+

∂v

∂y
+

∂w

∂z
+ (t− t0)

[
∂(u, v)

∂(x, y)
+

∂(v, w)

∂(y, z)
+

∂(w, u)

∂(z, x)

]
+ (t− t0)

2 ∂(u, v, w)

∂(x, y, z)
= 0.

Çäåñü u, v, w � êîìïîíåíòû ñêîðîñòåé âäîëü êîîðäèíàòíûõ îñåé x, y, z;
∂(u, v)

∂(x, y)

è ∂(u, v, w)

∂(x, y, z)
� ÿêîáèàíû ïîëÿ ñêîðîñòè âòîðîãî è òðåòüåãî ïîðÿäêîâ.

×ëåíû âûñîêîãî ïîðÿäêà ïî âðåìåíè ïîëó÷åíû Ýéëåðîì òî÷íûì ãåîìåòðè÷åñêèì
ðàñ÷åòîì ïðè èñïîëüçîâàíèè ëèíåéíîãî ïî âðåìåíè t çàêîíà äâèæåíèÿ æèäêîé ÷àñòè-
öû â ôîðìå óðàâíåíèé Êîøè-Ãåëüìãîëüöà. Âîçíèêàåò âîïðîñ îá èñïîëüçîâàíèè ÷ëåíîâ
âûñîêîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè óðàâíåíèÿ íåðàçðûâíîñòè â ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêå.

Äæ. Ëàéòõèëë â 1952�1954 ãã. ìåòîäîì àêóñòè÷åñêîé àíàëîãèè ïîêàçàë ïóòü âûâîäà
âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì âçÿòèÿ ïðîèçâîäíîé ïî âðåìåíè îò óðàâíåíèÿ
íåðàçðûâíîñòè. Â 2006 ã. ïîñëå ó÷åòà ñæèìàåìîñòè â óðàâíåíèè íåðàçðûâíîñòè Ýéëåðà
àâòîðîì áûëî ïîëó÷åíî [4, 5] âîëíîâîå óðàâíåíèå äëÿ ìàëîñæèìàåìîé æèäêîñòè â âèäå

∂2p

∂x2
+

∂2p

∂y2
+

∂2p

∂z2
−

(
1

c2
0

)
∂2p

∂t2
= ρ0

[
∂(u, v)

∂(x, y)
+

∂(v, w)

∂(y, z)
+

∂(w, u)

∂(z, x)

]
+(t− t0)ρ

2
0

∂(u, v, w)

∂(x, y, z)
.

Çäåñü c0 � ñêîðîñòü çâóêà, ρ0 � òåðìîäèíàìè÷åñêàÿ ïëîòíîñòü.
Ýéëåð óíè÷òîæèë â óðàâíåíèè íåðàçðûâíîñòè ÷ëåíû âûñîêîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè

ïðåäåëüíûìè ïåðåõîäàìè. Óïðîùåííîå óðàâíåíèå íåðàçðûâíîñòè äàëî îáîñíîâàíèå
äëÿ ââåäåíèÿ îïåðàòîðà äèâåðãåíöèè, êîòîðûé ïðîíèê âî ìíîãèå ðàçäåëû ìàòåìàòèêè.

Âûâîä óðàâíåíèÿ íåðàçðûâíîñòè ïðè èñïîëüçîâàíèè äðóãèõ ëàãðàíæåâûõ çàêîíîâ
äâèæåíèÿ æèäêîé ÷àñòèöû äàåò äðóãèå ôîðìû ÷ëåíîâ âûñîêîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè. Ïî-
ýòîìó âîçíèêàåò âîïðîñ î êà÷åñòâåííûõ ðåøåíèÿõ âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ, êîãäà íåîäíî-
ðîäíàÿ ÷àñòü îòëè÷íà îò íóëÿ è èìååò ðàçëè÷íûå çàâèñèìîñòè îò âðåìåíè. Ïîëó÷åí-
íûå ïðèáëèæåííûå ðåøåíèÿ [6�8] ñâèäåòåëüñòâóþò îá îïèñàíèè ãåíåðàöèè çâóêîâûõ
âîëí, âèáðàöèé, àâòîêîëåáàíèé äîïîëíèòåëüíûìè ÷ëåíàìè óðàâíåíèÿ íåðàçðûâíîñòè.
Íî ýòà ïðîáëåìà, ââèäó ñâîåé âàæíîñòè è ÷àñòîãî îïèñàíèÿ àâàðèéíûõ ñèòóàöèé, íóæ-
äàåòñÿ â áîëåå òî÷íûõ èññëåäîâàíèÿõ.

Âòîðîé çàäà÷åé ÿâëÿåòñÿ èñïîëüçîâàíèå âûâåäåííîé Ýéëåðîì áîëåå ïîëíîé ôîðìû
îïåðàòîðà äèâåðãåíöèè â ñèñòåìå óðàâíåíèé ýëåêòðîäèíàìèêè Ìàêñâåëëà 1873 ã.

rotE = −µµ0
∂H

∂t
, rotH = εε0

∂E

∂t
+ J, div E = 0, div H = 0,

ãäå E, H � íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî è ìàãíèòíîãî ïîëåé, c � ñêîðîñòü ñâåòà,
ε0 è µ0 � ýëåêòðè÷åñêàÿ è ìàãíèòíàÿ ïîñòîÿííûå, ε è µ � îòíîñèòåëüíûå äèýëåê-
òðè÷åñêàÿ è ìàãíèòíàÿ ïðîíèöàåìîñòè ñðåäû, J � âåêòîð ïëîòíîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî
òîêà.
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Èñïîëüçîâàíèå â äîêëàäå [9] äîïîëíèòåëüíûõ ÷ëåíîâ îïåðàòîðà äèâåðãåíöèè â
óðàâíåíèè äëÿ íàïðÿæåííîñòè ìàãíèòíîãî ïîëÿ H ïðèâîäèò ôîðìàëüíî ê âîëíîâî-
ìó óðàâíåíèþ

∂2Hx

∂x2
+

∂2Hx

∂y2
+

∂2Hx

∂z2
− εε0µµ0

∂2Hx

∂t2
=

=
∂Jy

∂z
− ∂Jz

∂y
− t− t0

τq

∂
[

∂(Hx,Hy)

∂(x,y)
+ ∂(Hy,Hz)

∂(y,z)
+ ∂(Hz ,Hx)

∂(z,x)

]

∂x
−

(
t− t0
τq

)2 ∂
[

∂(Hx,Hy ,Hx)

∂(x,y,z)

]

∂x
,

â êîòîðîì ñëàãàåìûå íå èìåþò îäèíàêîâîé ðàçìåðíîñòè. Äëÿ âûðàâíèâàíèÿ ðàçìåð-
íîñòåé ñóììèðóþùèõñÿ ÷ëåíîâ èñêóññòâåííî ââåäåí êîýôôèöèåíò τq, çíà÷åíèå êîòî-
ðîãî íå èçâåñòíî. Ïîëó÷åíî âîëíîâîå óðàâíåíèå, î êîòîðîì èçâåñòíî, ÷òî ïðèñóòñòâó-
þùèå â íåì ñëàãàåìûå ýëåêòðîìàãíèòíîé èíäóêöèè Ôàðàäåÿ ìîãóò áûòü óâåëè÷åíû
íà íåêîòîðóþ âåëè÷èíó. Òàêèì îáðàçîì âîçíèêàåò äîïîëíèòåëüíàÿ ÝÄÑ çà ñ÷åò ñëà-
ãàåìûõ âûñîêîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè óðàâíåíèÿ íåðàçðûâíîñòè, âû÷èñëåííûõ Ýéëåðîì.
Äëÿ ðàññìîòðåíèÿ çàäà÷ ñàìîâîñïëàìåíåíèÿ ýëåêòðè÷åñêèõ ïðèáîðîâ, ëåñîâ âàæíî
ïîëó÷èòü äàæå êà÷åñòâåííîå, à íå êîëè÷åñòâåííîå ðåøåíèå âíîâü âûâåäåííîãî âîëíî-
âîãî óðàâíåíèÿ.
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ÓÐÀÂÍÅÍÈÅ ÍÅÐÀÇÐÛÂÍÎÑÒÈ ÝÉËÅÐÀ
Ñ ×ËÅÍÀÌÈ ÂÛÑÎÊÎÃÎ ÏÎÐßÄÊÀ ÌÀËÎÑÒÈ. ÎÁÇÎÐ

Â.Ì. Îâñÿííèêîâ

Óðàâíåíèå íåðàçðûâíîñòè Ýéëåðà äàåò ïîíÿòèå îïåðàòîðà äèâåðãåíöèè è ÿâëÿåò-
ñÿ îñíîâíûì ñîîòíîøåíèåì âî ìíîãèõ ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóêàõ. Â ïîñëåäíèå
äåñÿòèëåòèÿ îáíàðóæèëàñü â òðóäàõ Ë. Ýéëåðà è Í.Å. Æóêîâñêîãî áîëåå ïîëíàÿ åãî
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ôîðìà. Äîïîëíèòåëüíûå ñëàãàåìûå âûñîêîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè îïèñûâàþò, êàê ïðà-
âèëî, àâàðèéíûå ïðîöåññû. Ïîýòîìó èõ èçó÷åíèå è ó÷åò âåñüìà àêòóàëüíû.

Â.À. Áóáíîâ â 1997 ã, èçó÷àÿ ìàãèñòåðñêóþ äèññåðòàöèþ Í.Å. Æóêîâñêîãî ñ âûâî-
äîì óðàâíåíèÿ íåðàçðûâíîñòè, íàøåë âû÷èñëåííûå äëÿ íåãî ÷ëåíû âòîðîãî ïîðÿäêà
ìàëîñòè. Ïîçæå îáíàðóæèëîñü, ÷òî íà ïðîìåæóòî÷íûõ ýòàïàõ âûâîä Ýéëåðà 1752 ã.
óðàâíåíèÿ íåðàçðûâíîñòè äëÿ íåñæèìàåìîé æèäêîñòè, ñîäåðæèò, êðîìå äèâåðãåíöèè
ïîëÿ ñêîðîñòè, áîëüøîå êîëè÷åñòâî ñëàãàåìûõ âòîðîãî è òðåòüåãî ïîðÿäêîâ ìàëîñòè
ïî âðåìåíè t äåôîðìàöèè êîíòðîëüíîé ôèãóðû [1, 2]. Ê. Òðóñäåëë, äåëàÿ â 1954 ã.
êðàòêèé ïåðåâîä ëàòèíñêîãî òåêñòà Ýéëåðà íà àíãëèéñêèé ÿçûê [3], ýòè äîïîëíèòåëü-
íûå ñëàãàåìûå îáúåäèíèë â òðè ÿêîáèàíà âòîðîãî ïîðÿäêà è â îäèí ÿêîáèàí òðåòüåãî
ïîðÿäêà.

Óðàâíåíèå íåðàçðûâíîñòè Ýéëåðà äëÿ íåñæèìàåìîé æèäêîñòè ïîëó÷èëî âèä
∂u

∂x
+

∂v

∂y
+

∂w

∂z
+ (t− t0)

[
∂(u, v)

∂(x, y)
+

∂(v, w)

∂(y, z)
+

∂(w, u)

∂(z, x)

]
+ (t− t0)

2 ∂(u, v, w)

∂(x, y, z)
= 0. (1)

Çäåñü u, v, w � êîìïîíåíòû ñêîðîñòåé âäîëü êîîðäèíàòíûõ îñåé x, y, z; t − t0 �
äëèíà èíòåðâàëà âðåìåíè äåôîðìàöèè êîíòðîëüíîé ôèãóðû; ∂(u, v)

∂(x, y)
è ∂(u, v, w)

∂(x, y, z)
�

ÿêîáèàíû ïîëÿ ñêîðîñòè âòîðîãî è òðåòüåãî ïîðÿäêîâ, ñîîòâåòñòâåííî.
Â ïîñëåäóþùåì òåêñòå Ýéëåð, èäÿ ïî ïóòè óïðîùåíèÿ ðåçóëüòàòîâ, óíè÷òîæèë

÷ëåíû âûñîêîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè ïðåäåëüíûìè ïåðåõîäàìè ñ óñòðåìëåíèåì èíòåðâà-
ëà âðåìåíè äåôîðìàöèè êîíòðîëüíîé ôèãóðû ∆t ê íóëþ. Òàê êàê âñå ïðîìåæóòî÷íûå
ðåçóëüòàòû ñîõðàíÿþò ôèçè÷åñêèé ñìûñë, çàëîæåííûé â íèõ èñõîäíûìè ïîëîæåíè-
ÿìè âûâîäà, òî ìû îáÿçàíû èçó÷èòü è ïîíÿòü ôèçè÷åñêèé ñìûñë ÷ëåíîâ âòîðîãî è
òðåòüåãî ïîðÿäêîâ ìàëîñòè. Â ïðîöåññå ýòîãî èçó÷åíèÿ áûëî ïîíÿòî, ÷òî îíè âûçûâà-
þò îáðàçîâàíèå âîëí äàâëåíèÿ è âîëí ïëîòíîñòè â ñæèìàåìîé ñðåäå. Â 2006 ã. àâòîðîì
óðàâíåíèå (1) áûëî çàïèñàíî äëÿ ñæèìàåìîé ñðåäû, è ñ åãî ïîìîùüþ âûâåäåíû âîëíî-
âûå óðàâíåíèÿ, èìåþùèå âòîðîé è òðåòèé ïîðÿäîê äèôôåðåíöèðóåìîñòè ïî âðåìåíè.
×ëåíû âûñîêîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè, âû÷èñëåííûå Ýéëåðîì, ïîñëå âçÿòèÿ ïðîèçâîäíûõ
ïî âðåìåíè, ñòàëè èìåòü áîëåå íèçêèé ïîðÿäîê ìàëîñòè. Èõ ó÷åò ïîêàçàë âîçìîæ-
íîñòü ðåøåíèÿ ðÿäà èíæåíåðíûõ çàäà÷, ñâÿçàííûõ ñ îáðàçîâàíèåì âîëí ïëîòíîñòè è
äàâëåíèÿ [4], [5]. Îêàçàëîñü òàêæå, ÷òî â ìåòîäå êâàçèëèíåàðèçàöèè Ò. Ã. Åëèçàðîâà
è åå ó÷åíèêè ñ óñïåõîì èñïîëüçóþò êîìïëåêñû ñ ÿêîáèàíàìè âòîðîãî ïîðÿäêà äëÿ
ðåãóëèðîâàíèÿ ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè èòåðàöèé ÷èñëåííûõ ðåøåíèé.

Âîçíèêàåò âîïðîñ: â êàêîì ìåñòå äðóãîãî âûâîäà óðàâíåíèÿ íåðàçðûâíîñòè, ñäå-
ëàííîãî Ì.Â. Îñòðîãðàäñêèì â 1828-1831 ãã., òåðÿþòñÿ àíàëîãè÷íûå ÷ëåíû âòîðîãî
è òðåòüåãî ïîðÿäêà ìàëîñòè ïî âðåìåíè? Âûâîä Îñòðîãðàäñêîãî îñíîâàí íà áàëàíñå
ïîòîêîâ âåùåñòâà, âîøåäøåãî â êîíòðîëüíóþ ôèãóðó è âûøåäøåãî èç íåå çà íåêîòî-
ðûé ìàëûé, íî êîíå÷íûé èíòåðâàë âðåìåíè ∆t. Ïåðåéäåì â âûâîäå Îñòðîãðàäñêîãî
îò èñïîëüçîâàíèÿ èíòåãðàëüíîãî ïîíÿòèÿ ïîòîêîâ ê êèíåìàòè÷åñêîìó àíàëèçó ïåðå-
ìåùåíèé îòäåëüíûõ æèäêèõ ÷àñòèö çà èíòåðâàë âðåìåíè ∆t è ïðîâåäåì ðàñ÷åò ïî-
ëÿ ñêîðîñòè äëÿ óñëîâèé êîíêðåòíîé çàäà÷è òå÷åíèÿ íåñæèìàåìîé æèäêîñòè âíóòðè
ïðÿìîãî óãëà. Òåîðèÿ ôóíêöèé êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî ïðè èñïîëüçîâàíèè êîì-
ïëåêñíîãî ïîòåíöèàëà w = z2 äàåò ïîëå ñêîðîñòè, â êîòîðîì âñå ÷àñòèöû, äâèãàÿñü
ïî ãèïåðáîëàì, ïðè ïîñòîÿííîì çíà÷åíèè y èìåþò îäèíàêîâóþ ñêîðîñòü u â íàïðàâ-
ëåíèè îñè x. Ïðè ïîñòîÿííîì çíà÷åíèè x âñå ÷àñòèöû èìåþò îäèíàêîâóþ ñêîðîñòü
v âäîëü îñè y. Åñëè âûáðàòü â êà÷åñòâå êîíòðîëüíîé ôèãóðû êâàäðàò, îäèí èç óãëîâ
êîòîðîãî ðàñïîëîæåí â òî÷êå íà÷àëà êîîðäèíàò, è ïðîàíàëèçèðîâàòü ïóòè ïåðåìåùå-
íèÿ ïî ãèïåðáîëè÷åñêèì òðàåêòîðèÿì æèäêèõ ÷àñòèö, òî ïîëó÷àåòñÿ íåîæèäàííûé
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âûâîä, ÷òî çà èíòåðâàë âðåìåíè ∆t â ôèãóðó âîéäåò ìåíüøå ÷àñòèö, ÷åì åå ïîêèíåò.
Ýòî ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì âûïóêëîñòè ôîðìû êîíòðîëüíîé ôèãóðû. Òàêîé æå äèñ-
áàëàíñ è îïèñûâàåòñÿ ÷ëåíàìè âûñîêîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè óðàâíåíèÿ íåðàçðûâíîñòè
Ýéëåðà. Ýòîò æå ìåõàíèçì ìîæíî ïîÿñíèòü òàê.

Ì.Â. Îñòðîãðàäñêèé, ñîñòàâëÿÿ áàëàíñ æèäêèõ ÷àñòèö, âîøåäøèõ â êîíòðîëüíóþ
ôèãóðó è ïîêèíóâøèõ åå, íå ó÷åë òðåòüåé âîçìîæíîé ñèòóàöèè - ïðîõîäà ÷àñòèöåé çà
âðåìÿ ∆t êîíòðîëüíîé ôèãóðû ïî ñåêóùåé è âûõîäà çà ïðåäåëû ôèãóðû. Ýòî ñâîé-
ñòâî òîëüêî âûïóêëûõ ôèãóð. ×èñëîâîé ðàñ÷åò êîëè÷åñòâà æèäêèõ ÷àñòèö ïîäòâåð-
æäàåò íà ïðèìåðå òå÷åíèÿ âíóòðè ïðÿìîãî óãëà îäèíàêîâîñòü ÷èñëà ÷àñòèö, äâàæäû
ïåðåñåêøèõ ãðàíèöó, è âû÷èñëåííûõ ïî ÷ëåíàì âûñîêîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè óðàâíåíèÿ
íåðàçðûâíîñòè Ýéëåðà (1). Â óðàâíåíèè Ãàóññà-Îñòðîãðàäñêîãî, çàïèñàííîì ÷åðåç èí-
òåãðàëüíûå ñóììû âìåñòî èíòåãðàëîâ, ïîÿâëÿþòñÿ äîïîëíèòåëüíûå ÷ëåíû, çàâèñÿùèå
îò âåëè÷èíû èíòåðâàëà âðåìåíè ∆t. Ïðè ïåðåõîäå ê èíòåãðàëàì äîïîëíèòåëüíûå
÷ëåíû çàíóëÿþòñÿ ïðåäåëüíûìè ïåðåõîäàìè óñòðåìëåíèÿ ê íóëþ ∆x, ∆y, ∆z, ∆t.
Óðàâíåíèå íåðàçðûâíîñòè äëÿ æèäêîñòè ÿâèëîñü ìîäåëüþ ââåäåíèÿ â ìàòåìàòèêó
îïåðàòîðà div. Ïîýòîìó åãî ñëàãàåìûå âòîðîãî è òðåòüåãî ïîðÿäêà ìàëîñòè ìîãóò
ïðîÿâëÿòüñÿ è â äðóãèõ äèñöèïëèíàõ [6].
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Èññëåäóåòñÿ ëèíåéíî-êâàäðàòè÷íàÿ çàäà÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ, â êîòîðîé
êðèòåðèé êà÷åñòâà íå ñîäåðæèò ÷ëåíîâ ñ óïðàâëÿþùèìè âîçäåéñòâèÿìè, è íà ïîñëåä-
íèå íàêëàäûâàþòñÿ ãåîìåòðè÷åñêèå îãðàíè÷åíèÿ. Ðåøåíèÿ òàêîãî êëàññà çàäà÷ ÷àñòî
ñîäåðæàò (êðîìå ðåëåéíûõ) îñîáûå ó÷àñòêè [1] è ó÷àñòêè ñ ðåæèìîì Ôóëëåðà [2].
Â äîêëàäå ïðåäëàãàåòñÿ ÷èñëåííûé ìåòîä ïîñòðîåíèÿ ïðîãðàììíûõ è ïîçèöèîííûõ
ðåøåíèé òàêèõ çàäà÷.
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Ðàññìàòðèâàåòñÿ ëèíåéíàÿ ñòàöèîíàðíàÿ ñèñòåìà óïðàâëåíèÿ ñ îäíèì âõîäîì è ñî
ñâîáîäíûì òåðìèíàëüíûì ñîñòîÿíèåì. Ïîâåäåíèå ñèñòåìû îïòèìèçèðóåòñÿ ïî âûïóê-
ëîìó êâàäðàòè÷íîìó ôóíêöèîíàëó, îïðåäåëåííîìó íà òðàåêòîðèÿõ ñèñòåìû

tf∫

0

k∑
i=1

dix
2
i (t) dt → min, ẋ = Ax + bu, x(0) = x0, |u(t)| 6 L, t ∈ T = [0, tf ], (1)

ãäå x = x(t) ∈ Rn � ñîñòîÿíèå ñèñòåìû óïðàâëåíèÿ â ìîìåíò t; x0 ∈ Rn � çàäàííîå
íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå ñèñòåìû óïðàâëåíèÿ; u = u(t) ∈ R � çíà÷åíèå ñêàëÿðíîãî óïðàâ-
ëÿþùåãî âîçäåéñòâèÿ; A ∈ Rn×n, b ∈ Rn; di ∈ R, di > 0, i = 1, k, 1 6 k 6 n; L ∈ R,
L > 0.

Ôóíêöèþ u(t), t ∈ T, íàçîâåì

• äèñêðåòíîé (ñ ïåðèîäîì êâàíòîâàíèÿ h, h = tf/N, N ∈ N), åñëè u(t) = u(τ),
t ∈ [τ, τ + h[, τ ∈ Th = {0, h, ..., tf − h};

• äèñêðåòíî-îñîáîé, åñëè îíà äèñêðåòíà íà íåîñîáûõ ó÷àñòêàõ è íåïðåðûâíà íà
îñîáûõ [1], ïðè ýòîì ãðàíèöàìè îñîáûõ ó÷àñòêîâ ÿâëÿþòñÿ ìîìåíòû τ ∈ Th.

Äèñêðåòíî-îñîáîå óïðàâëÿþùåå âîçäåéñòâèå u(t), t ∈ T, íàçîâåì ïðîãðàììîé, åñ-
ëè îíî óäîâëåòâîðÿåò îãðàíè÷åíèÿì: |u(t)| 6 L, t ∈ T. Ïðîãðàììà u0(t), t ∈ T,
îïòèìàëüíà, åñëè íà ñîîòâåòñòâóþùåé åé (îïòèìàëüíîé) òðàåêòîðèè x0(t), t ∈ T,
êðèòåðèé êà÷åñòâà äîñòèãàåò ìèíèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ.

Â êëàññå èçìåðèìûõ óïðàâëÿþùèõ âîçäåéñòâèé ðåøåíèå çàäà÷è (1) ìîæåò ñîäåð-
æàòü, êðîìå ðåëåéíî-îñîáûõ, ó÷àñòêè ñ ðåæèìàìè Ôóëëåðà [2], íà êîòîðûõ ïðîèñõîäÿò
áåñêîíå÷íî ÷àñòûå ïåðåêëþ÷åíèÿ óïðàâëÿþùèõ âîçäåéñòâèé. Ïîýòîìó, ñëåäóÿ ðàáîòå
[3], êàæäûé ðåæèì Ôóëëåðà çàìåíÿåòñÿ íà äèñêðåòíî-îñîáîå óïðàâëÿþùåå âîçäåé-
ñòâèå, êîòîðîå ïî çíà÷åíèþ êðèòåðèÿ êà÷åñòâà (ïðè ñîîòâåòñòâóþùåì âûáîðå ïàðà-
ìåòðîâ ìåòîäà) ñêîëü óãîäíî ìàëî îòëè÷àåòñÿ îò îïòèìàëüíîãî óïðàâëÿþùåãî âîç-
äåéñòâèÿ ñ ðåæèìîì Ôóëëåðà. Äëÿ ýòîãî èñõîäíàÿ ëèíåéíî-êâàäðàòè÷íàÿ çàäà÷à îï-
òèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ àïïðîêñèìèðóåòñÿ êóñî÷íî-ëèíåéíîé, êîòîðàÿ â ñâîþ î÷åðåäü
ðåøàåòñÿ ìåòîäîì ïîñëåäîâàòåëüíûõ ëèíåàðèçàöèé.

Â çàâèñèìîñòè îò ðåçóëüòàòà ðåøåíèÿ êóñî÷íî-ëèíåéíîé çàäà÷è ñòðîèòñÿ îïòè-
ìàëüíîå ðåëåéíîå óïðàâëÿþùåå âîçäåéñòâèå èëè ïðîèçâîäèòñÿ âðåçêà îñîáîãî ó÷àñò-
êà. Ïðåäëàãàåòñÿ ñïåöèàëüíûé òåñò íà íàëè÷èå ðåæèìà Ôóëëåðà. Ïðè åãî îòñóòñòâèè
ñòðîèòñÿ îïòèìàëüíîå ðåëåéíî-îñîáîå óïðàâëÿþùåå âîçäåéñòâèå.

Íà áàçå ðåçóëüòàòîâ ïî ïðîãðàììíûì ðåøåíèÿì, ïîçâîëÿþùèì âûÿâèòü ïîòåíöè-
àëüíûå âîçìîæíîñòè ñèñòåìû óïðàâëåíèÿ, ñòðîèòñÿ ìåòîä îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ â
ðåàëüíîì âðåìåíè [4]. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ îïòèìàëüíîé îáðàòíîé ñâÿçè èñõîäíàÿ çàäà÷à
(1) ïîãðóæàåòñÿ â ñåìåéñòâî çàäà÷

tf∫

τ

k∑
i=1

dix
2
i (t)dt → min, ẋ = Ax + bu, x(τ) = z, |u(t)| 6 L, t ∈ T (τ) = [τ, tf ], (2)

çàâèñÿùåå îò ìîìåíòà âðåìåíè τ ∈ Th è n-âåêòîðà z . Ïóñòü u0(t|τ, z), t ∈ T (τ), �
îïòèìàëüíàÿ ïðîãðàììà çàäà÷è (2) äëÿ ïîçèöèè (τ, z). Ôóíêöèþ

u0(τ, z) = (u0(t|τ, z), t ∈ [τ, τ + h[), τ ∈ Th, z ∈ Rn, (3)

íàçîâåì îïòèìàëüíîé äèñêðåòíî-îñîáîé îáðàòíîé ñâÿçüþ (ïîçèöèîííûì ðåøåíèåì
çàäà÷è (1)), ïîñòðîåíèå ôóíêöèè (3) � ñèíòåçîì îïòèìàëüíîé ñèñòåìû ïî ïðèíöèïó
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çàìêíóòîãî êîíòóðà. Ââîäèòñÿ ïîíÿòèå ðåàëèçàöèè îïòèìàëüíîé îáðàòíîé ñâÿçè

u∗(t) = u0(t, x∗(t)) = u0(t|τ, x∗(τ)), t ∈ [τ, τ + h[, τ ∈ Th, (4)

îðèåíòèðîâàííîå íà âû÷èñëåíèå òåêóùèõ çíà÷åíèé îïòèìàëüíîé îáðàòíîé ñâÿçè â ðå-
àëüíîì âðåìåíè ïî õîäó êàæäîãî êîíêðåòíîãî ïðîöåññà óïðàâëåíèÿ. Ñîãëàñíî (4), äëÿ
óïðàâëåíèÿ êîíêðåòíûì ïðîöåññîì íå íóæíî çíàòü îïòèìàëüíóþ îáðàòíóþ ñâÿçü (3)
öåëèêîì, âî âñåé îáëàñòè åå îïðåäåëåíèÿ, íóæíû ëèøü åå çíà÷åíèÿ âäîëü èçîëèðîâàí-
íîé òðàåêòîðèè x∗(t), t ∈ T. Â äîêëàäå ôóíêöèÿ (4) ñòðîèòñÿ ïî ïðèíöèïó îïòèìàëü-
íîãî óïðàâëåíèÿ â ðåàëüíîì âðåìåíè, ïðè êîòîðîì îïòèìàëüíàÿ îáðàòíàÿ ñâÿçü (3) íå
ñòðîèòñÿ öåëèêîì. Âìåñòî ýòîãî ïî õîäó ïðîöåññà óïðàâëåíèÿ äëÿ êàæäîãî òåêóùåãî
ïåðèîäà âðåìåíè [τ, τ + h] âû÷èñëÿþòñÿ íåîáõîäèìûå çíà÷åíèÿ åå ðåàëèçàöèè u∗(t)
çà âðåìÿ, íå ïðåâîñõîäÿùåå ïåðèîäà êâàíòîâàíèÿ h.

Âñå òåîðåòè÷åñêèå ðåçóëüòàòû èëëþñòðèðóþòñÿ íà ÷èñëåííûõ ïðèìåðàõ, ÷àñòè÷íî
ðàññìîòðåííûõ â [2, 5].
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ÌÎÄÅËÜ
ÎÑÖÈËËÈÐÓÞÙÈÕ ÈÍÂÀÇÈÂÍÛÕ ÏÐÎÖÅÑÑÎÂ ÏÎÏÓËßÖÈÉ

À.Þ. Ïåðåâàðþõà

Èíâàçèîííûå ïðîöåññû ïîïóëÿöèé â íîâîé ñðåäå ìîãóò ïðîèñõîäèòü ñ ïåðèîäè÷å-
ñêèìè èìïóëüñíûìè âñïûøêàìè. Íà÷àëüíûé èìïóëüñ ìîæåò çàòóõíóòü ïîñëå ïåðâîãî
ïèêà, ëèáî ðàçâèòüñÿ ñåðèÿ íåðåãóëÿðíûõ âñïûøåê. Íàèáîëåå àãðåññèâíûìè ÿâëÿþò-
ñÿ ïðîöåññû ñòðåìèòåëüíîãî ðàñïðîñòðàíåíèÿ âèäîâ â íîâûå àðåàëû. Âñåëåíèÿ ñîïðî-
âîæäàþòñÿ ðåçêèìè èçìåíåíèÿìè ÷èñëåííîñòè ñ äåôîëèàöèåé ëåñà. Ñ òî÷êè çðåíèÿ
òåîðèè áèôóðêàöèé ìû èìååì äåëî ñ ïðèíöèïèàëüíî ðàçíûìè ñöåíàðèÿìè ýêîäèíà-
ìèêè, êîòîðûå íå îïèñûâàþòñÿ ñèñòåìîé óðàâíåíèé ¾õèùíèê-æåðòâà¿ [1].

Âàæíà ñóùíîñòíàÿ òðàêòîâêà âîçíèêíîâåíèÿ τ çàïàçäûâàíèÿ t−τ èëè îáîáùåííî
t−ψ(t). Âåëè÷èíà âðåìåíè τ èçíà÷àëüíî îòíîñèëàñü ê ðåãóëÿöèè ýôôåêòèâíîñòè âîñ-
ïðîèçâîäñòâà ÷åðåç çàäåðæêó îíòîãåíåòè÷åñêîãî ðàçâèòèÿ. Èçìåíåíèå çàïàçäûâàíèÿ
ïî íåêîòîðîìó çàêîíó τ = ψ(t) ìîæåò âîçíèêàòü ïðè ñóùåñòâîâàíèè ñìåæíûõ ïîêîëå-
íèé ñ ðàçíîé äëèòåëüíîñòüþ îíòîãåíåçà, êîãäà îäíî èç ïîêîëåíèé ïðîõîäèò çèìîâêó,
÷òî ÿâëÿåòñÿ ñïåöèôè÷åñêèì ñëó÷àåì. Äëèíà æèçíåííîãî öèêëà âèäà è èíòåðâàëû
ìåæäó ïèêàìè ÷èñëåííîñòè ó åãî ïîïóëÿöèé íå âñåãäà ñîïîñòàâèìûå âåëè÷èíû íà
øêàëå âðåìåíè. Ìû ïðåäëàãàåì ðàçäåëÿòü çàïàçäûâàíèå ïðè èíòåðïðåòàöèè ìîäåëåé
íà ðåïðîäóêòèâíîå (îíòîãåíåòè÷åñêîå), ðåãóëÿöèîííîå èç-çà èñ÷åðïàíèÿ ðåñóðñîâ è
àäàïòèâíîå � âðåìÿ äëÿ âûðàáîòêè îòâåòíîé ðåàêöèè.
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Äëÿ ìîäåëè ýêñòðåìàëüíûõ ïîïóëÿöèîííûõ ïðîöåññîâ àêòóàëüíà ìèíèìàëüíàÿ
÷èñëåííîñòü òîé ãðóïïû, êîòîðàÿ òåîðåòè÷åñêè íåîáõîäèìà äëÿ âûæèâàíèÿ ëîêàëü-
íîé ïîïóëÿöèè. Ä. Áaçûêèíûì ïðåäëîæåío óðàâíåíèå ñ êâàäðàòè÷íûì ôàêòîðîì
âíåøíåãî ñîïðîòèâëåíèÿ −δN2 äëÿ îïèñàíèÿ ñöåíàðèÿ èñ÷åçíîâåíèÿ ïîïóëÿöèè ïðè
ïîðîãîâîì ýôôåêòå

dN

d t
= r

γN2

γ + σN
− ςN − δN2. (1)

Ïðèíöèï ¾àãðåãèðîâàííîé ãðóïïû¿ ãîâîðèò î òîì, ÷òî äëÿ ïîïóëÿöèè åñòü îï-
òèìàëüíûé äëÿ âîñïðîèçâîäñòâà äèàïàçîí ÷èñëåííîñòè ñîîáùåñòâà ∆̄N. Ýòîò òåðìèí
ïðèìåíèìê îáùåñòâåííûìæèâîòíûì.Êðèòè÷åñêèéìèíèìàëüíûé L-ïîðîãL < inf ∆̄N
èç ýòîãî ýôôåêòà íàïðÿìóþ íå ñëåäóåò, áîëåå òîãî, L -ïîðîã ïëîõî ñîâìåñòèì ñ æåñò-
êîé ôóíêöèåé ðåãóëÿöèè rf(Nk), k > 2, â ìîäåëÿõ. Ìíîãîìèëëèîííûå êîëîíèè ñî-
öèàëüíûõ íàñåêîìûõ íå ñòðàäàþò îò âûñîêîé ïëîòíîñòè. Ìèíèìàëüíî íåîáõîäèìîå
êîëè÷åñòâî ðàáî÷èõ íàñåêîìûõ äåéñòâèòåëüíî óñòàíîâëåíî äëÿ âûæèâàíèÿ ï÷åëèíûõ
ñåìåé.

Ïîäîáíûå ðåçêèå èçìåíåíèÿ ïðåäñòàâëÿþò ïðîáëåìó äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäå-
ëèðîâàíèÿ è ñîñòàâëÿþò áîëüøóþ ãðóïïó ïåðåõîäíûõ ïðîöåññîâ ñóùåñòâîâàíèÿ ýêî-
ñèñòåì, êîòîðûå ïåðåõîäÿò â óñòîé÷èâûå ðåæèìû. Íàìè ðàçðàáîòàíû ñöåíàðèè äëÿ
îñîáûõ ñëó÷àåâ ïîïóëÿöèîííîé äèíàìèêè è âçàèìîäåéñòâèÿ ïðîòèâîáîðñòâóþùèõ îð-
ãàíèçìîâ íà îñíîâå äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ çàïàçäûâàíèåì t− τ. Íàìè âû-
áðàíû ìîäèôèêàöèè èçâåñòíûõ óðàâíåíèé äëÿ îïèñàíèÿ îñîáîé êîëåáàòåëüíîé àêòèâ-
íîñòè ïîñëå îáû÷íîé áèôóðêàöèè Àíäðîíîâà-Õîïôà â (1) ïîñëå óâåëè÷åíèÿ ðåïðî-
äóêòèâíîãî ïàðàìåòðà R, íî ñ ïîñëåäóþùèì ðàçðóøåíèåì îáðàçîâàâøåãîñÿ öèêëà

dN

dt
= RN(t)

(
1− N(t− τ1)

K

)
(U−N(t− τ2)), (2)

ãäå ïàðàìåòð U � âåëè÷èíà, äëÿ êîòîðîé âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî U < K × 0.75, è
êîòîðóþ ìû íàçâàëè ïðåäêðèòè÷åñêîé åìêîñòüþ ïîëóíàñûùåíèÿ âèäà-âñåëåíöà. Çíà-
÷åíèå ÷èñëåííîñòè U èãðàåò ðîëü ¾ñïóñêîâîãî êðþ÷êà¿ äëÿ ðÿäà íåîáðàòèìûõ äå-
ñòðóêòèâíûõ ïðîöåññîâ ïðè èíâàçèè è ìåøàåò ýôôåêòèâíîìó áèîòè÷åñêîìó ïðîòèâî-
äåéñòâèþ. Âàæíî, ÷òî ïðè áîëüøîì äèàïàçîíå çíà÷åíèé Rτ1 ñèñòåìà íå èìååò îáû÷-
íîãî áàëàíñîâîãî ðàâíîâåñèÿ-òî÷êè N(t) → K è íå èìååò íåóñòîé÷èâîãî ðàâíîâåñèÿ,
âîêðóã êîòîðîãî ïðîèñõîäÿò îðáèòàëüíî óñòîé÷èâûå êîëåáàíèÿ N∗(t; Rτ1τ2). Îáúåìà
¾Ýêîëîãè÷åñêîé íèøè¿ â òàêîé íåáàëàíñèðóåìîé ñèòóàöèè ïðîñòî íå ñóùåñòâóåò. Ïî-
ýòîìó ìû çàìåíèëè â (1) òðàäèöèîííîå îáîçíà÷åíèå âåëè÷èíû íèøè K íà K, òàê êàê
ïî ñâîåìó ñìûñëó ýòè âåëè÷èíû èíûå, ÷åì â èçâåñòíîé ¾êîëåáàòåëüíîé¿ ìîäåëè Õàò-
÷èíñîíà äëÿ ïîïóëÿöèè íàñåêîìûõ, èçîëèðîâàííûõ îò âíåøíåãî äåéñòâèÿ â ëàáîðà-
òîðíûõ óñëîâèÿõ

dN

dt
= RN(t)

(
1− N(t− τ)

K

)
. (3)

Ìîäåëü ñ çàïàçäûâàíèåì â ýêîëîãèè òðàäèöèîííî èññëåäóþò ñ êîíñòàíòîé ôóíêöèåé-
ïðåäûñòîðèåé. K -åìêîñòü òðàäèöèîííî óñðåäíåííûé ðàâíîâåñíûé óðîâåíü. Êâàäðà-
òè÷íûé çàêîí ðåãóëÿöèè â (2) èñêëþ÷èòåëüíî óìîçðèòåëüíîå ïðåäïîëîæåíèå. Ìèíè-
ìóìû êîëåáàíèé â (2) òàê áûñòðî ñòàíîâÿòñÿ ãëóáîêèìè è îêîëîíóëåâûìè

min N∗(t; Rτ) → 0, R < M < ∞,

÷òî ïîëüçîâàòüñÿ ìîäåëüþ Õàò÷èíñîíà â ðåàëüíîñòè íåâîçìîæíî. Ïîïóëÿöèÿ äëÿ
ñóùåñòâîâàíèÿ äîëæíà âñåãäà ïîääåðæèâàòü ìèíèìàëüíî äîïóñòèìóþ ÷èñëåííîñòü
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N(t) > L. Äëÿ îïèñàíèÿ íà÷àëà îñöèëëèðóþùåé âñïûøêè ìîæíî èñïîëüçîâàòü B
êàê ïîðîã àêòèâíîãî ñîïðîòèâëåíèÿ

dN

dt
= RN(t)

(
B−N2(t− τ1)

(B + lN3(t− τ))

)
, (4)

ãäå B � íèæíèé ïîðîã çàïóñêà ñåðèè ïèêîâ ÷èñëåííîñòè. Âåëè÷èíà åìêîñòè íèøè
K � ýòî èíôèíóì äëÿ ìíîæåñòâà çíà÷åíèé B. Ïîëó÷åííàÿ ñåðèÿ ïèêîâ â (3) áåç
íåðåàëüíîãî ñâîéñòâà min N∗(Rτ, t) → 0 + ε è ñ íàèáîëüøèì

max N∗(Rτ, tm1) > max N∗(Rτ, tm1 + tp)

â ñàìîì íà÷àëå âñïûøêè îïèñûâàåò ðÿä ñèòóàöèé ïåðèîäè÷åñêèõ íàøåñòâèé íàñå-
êîìûõ, êàê íà÷àëî ïèëîîáðàçíîé âñïûøêè êîëü÷àòîãî øåëêîïðÿäà â ëåñàõ Âîñòîêà
Êàíàäû. Äëÿ îïèñàíèÿ ïðîòèâîäåéñòâèÿ è çàòóõàíèÿ ýêñòðåìàëüíîãî ïðîöåññà ïðåä-
ëàãàåì âêëþ÷èòü â ìîäåëü (3) ôàêòîð ñîïðîòèâëåíèÿ áèîòè÷åñêîãî îêðóæåíèÿ èëè
âûáðîñà êëåòîê èììóíîé ñèñòåìîé íà ïîÿâëåíèå âèðóñà, êîòîðûé áóäåò çàâèñåòü è îò
íà÷àëüíîé ÷èñëåííîñòè âñåëåíöà N(0)

dN

dt
= RN(t)

(
B−N2(t− τ1)

(B + EN3(t− τ))

)
− γ

Nm(t)

H + N2(0)
, 2 < m < 3, (5)

ãäå γ � ïàðàìåòð ýôôåêòèâíîñòè áèîòè÷åñêîãî ïðîòèâîäåéñòâèÿ âèäó-âñåëåíöó, ÷òî
íå ñðàçó ïðîÿâëÿåòñÿ cî ñòîðîíû àâòîõòîííîãî îêðóæåíèÿ.

Ïðåäëîæåííîå óðàâíåíèå ìîæíî èñïîëüçîâàòü â ñîñòàâå ¾âîëüòåððîâñêèõ¿ ñèñòåì
äëÿ îïèñàíèÿ òðîôè÷åñêîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ñ ïîðîãîâûìè ýôôåêòàìè. Ïðåäëîæåí-
íóþ ôóíêöèþ âîçäåéñòâèÿ F

(
Nm(t − ν); J

)
ìîæíî âêëþ÷àòü â ìîäåëü ïèëîîáðàç-

íûõ êîëåáàíèé âñïûøåê âðåäèòåëåé äëÿ îïèñàíèÿ èõ äåìïôèðîâàíèÿ â ñëó÷àå ñó-
ùåñòâîâàíèÿ îãðàíè÷åííîãî ëåñíîãî ðåñóðñà è ïðîòèâîäåéñòâèÿ åñòåñòâåííûõ âðàãîâ-
ïàðàçèòîâ.

Ñóùåñòâóþò èíòåðåñíûå ïðèìåðû êðèçèñíîé äèíàìèêè è âíå îáëàñòè ïîïóëÿöè-
îííûõ íàáëþäåíèé. Òàê, â îíêîëîãèè îñòàâøèåñÿ ïîñëå ïîäàâëåíèÿ èììóíîòåðàïèåé
îïóõîëåâûå êëåòêè ìîãóò âäðóã ñíîâà ïåðåõîäèòü ê ñòðåìèòåëüíîìó äåëåíèþ, íî ýòè
ñöåíàðèè ÿâëÿþòñÿ òåìîé îòäåëüíîãî èññëåäîâàíèÿ. Ðàññìîòðåííûé ñöåíàðèé îòëè÷à-
åòñÿ îò ñèòóàöèè ïðîõîæäåíèÿ y âíîâü îáðàçóþùåéñÿ ïîïóëÿöèåé ñòàäèè äëèòåëüíî-
ãî ìèíèìóìà ïðè ñòàáèëüíîé ìàëî÷èñëåííîé ãðóïïå îñîáåé ñ îòíîñèòåëüíî ìàëûì r.
Äëèòåëüíîå ñîñòîÿíèå ìèíèìàëüíîé ðåëèêòîâîé ãðóïïû ïðèíöèïèàëüíî îòëè÷íî ïo
ýâîëþöèîííûì àñïåêòàì îò ïåðåõîäà ê ðåçêîìó êðèçèñó c âîññòàíîâëåíèåì. Óâåëè÷å-
íèå ÷èñëåííîñòè N(t) → K â ñöåíàðèÿõ ñ äëèòåëüíûì ìèíèìóìîì N(t) ≈ L ñâÿçàíî
ñ íàðàñòàíèåì ðåïðîäóêòèâíîãî ïîòåíöèàëà, ãäå r 6= const.

Ëèòåðàòóðà
1. Ïåðåâàðþõà À.Þ. Çàïàçäûâàíèå â ðåãóëÿöèè ïîïóëÿöèîííîé äèíàìèêè � ìîäåëü êëåòî÷íîãî

àâòîìàòà // Äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû. 2017. Ò. 7. � 2. C. 157�165.

ÊÐÈÒÅÐÈÈ Ó×ÅÒÀ ÍÀÓ×ÍÎ-ÒÅÕÍÈ×ÅÑÊÎÃÎ ÏÐÎÃÐÅÑÑÀ
Â ÌÍÎÃÎÔÀÊÒÎÐÍÎÉ ÏÐÎÈÇÂÎÄÑÒÂÅÍÍÎÉ ÔÓÍÊÖÈÈ

À.Ô. Ïðîíåâè÷, Ã.À. Õàöêåâè÷

Ðàññìîòðèì äèíàìè÷åñêóþ ìíîãîôàêòîðíóþ ïðîèçâîäñòâåííóþ ôóíêöèþ (ÏÔ)
y = f(x, t) ∀(x, t) ∈ D, (1)
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ãäå y � âûïóñê ïðîäóêöèè, x = (x1, . . . , xn) åñòü âåêòîð çàòðàò ïðîèçâîäñòâåííûõ
ðåñóðñîâ, t � ïàðàìåòð âðåìåíè èç ÷èñëîâîãî ëó÷à R+ = [0; +∞), êàæäîå çíà÷åíèå
êîòîðîãî âûðàæàåò îïðåäåëåííûé óðîâåíü íàó÷íî-òåõíè÷åñêîãî ïðîãðåññà (ÍÒÏ), à
íåîòðèöàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ f ÿâëÿåòñÿ äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîé íà
ìíîæåñòâå D = G × R+, ýêîíîìè÷åñêàÿ îáëàñòü G èç íåîòðèöàòåëüíîãî îðòàíòà
Rn

+ = {x ∈ Rn : xi > 0, i = 1, . . . , n}.
Â äàííîé ðàáîòå ïîëó÷åíû àíàëèòè÷åñêèå êðèòåðèè òîãî, ÷òî äèíàìè÷åñêàÿ ìíîãî-

ôàêòîðíàÿ ÏÔ (1) ó÷èòûâàåò àâòîíîìíûé ýêçîãåííûé ÍÒÏ [10, ñ. 83�85; 2; 3]. Ñïîñîá
äîêàçàòåëüñòâà îñíîâàí íà íàõîæäåíèè ðåøåíèé ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ äèôôåðåí-
öèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ. Òàê, íàïðèìåð, êðèòåðèé ó÷åòà â
ÏÔ (1) ñáåðåãàþùåãî ïî êàæäîìó ôàêòîðó ïðîèçâîäñòâà ÍÒÏ, ò.å. òîãî, ÷òî ÏÔ (1)
ïðåäñòàâèìà â àíàëèòè÷åñêîì âèäå

f(x, t) = f̃
(
A1(t)x1, . . . , An(t)xn

)
, (2)

ãäå ñòðîãî âîçðàñòàþùèåôóíêöèè Ai, i = 1, . . . , n, òàêèå, ÷òî A1(0) = . . . = An(0) =1,
ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé èíäåêñû ÍÒÏ ïî ôàêòîðàì ïðîèçâîäñòâà, à ìíîãîôàêòîðíàÿ
ôóíêöèÿ f̃ ÿâëÿåòñÿ äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîé íà îáëàñòè G, îïèñûâàåò

Òåîðåìà 1. Äèíàìè÷åñêàÿ ìíîãîôàêòîðíàÿ ÏÔ (1) ó÷èòûâàåò àâòîíîìíûé ýê-
çîãåííûé ÍÒÏ â ôîðìå (2) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà òåìï ïðèðîñòà ïî ïàðàìåòðó
ÍÒÏ ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíî ñâÿçàííûì ÷åðåç íåêîòîðûå ôóíêöèè îò ïàðàìåòðà ÍÒÏ ñ
ýëàñòè÷íîñòÿìè âûïóñêà ïðîäóêöèè ïî ôàêòîðàì ïðîèçâîäñòâà, ò.å. èìååò ìåñòî
òîæäåñòâî

∂t ln f(x, t) =
n∑

i=1

αi(t)εxi
(f) ∀(x, t) ∈ G′× T ′ ⊂ G× T,

ãäå αi åñòü íåêîòîðàÿ ñêàëÿðíàÿ ôóíêöèÿ, çàâèñÿùàÿ òîëüêî îò ïàðàìåòðà ÍÒÏ t,

à εxi
(f) =

xi

f(x, t)
∂xi

f(x, t) åñòü ýëàñòè÷íîñòü âûïóñêà ïðîäóêöèè ïî ôàêòîðó xi,

i = 1, . . . , n.
Â ñëó÷àå, êîãäà èíäåêñû ÍÒÏ ïî ôàêòîðàì ïðîèçâîäñòâà ðàâíû, ò.å.

A1(t) ≡ . . . ≡ An(t),

èç òåîðåìû 1 ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå
Ñëåäñòâèå 1. ÏÔ (1) ó÷èòûâàåò àâòîíîìíûé ýêçîãåííûé ÍÒÏ â ôîðìå (2)

ñ ðàâíûìè èíäåêñàìè ÍÒÏ ïî ôàêòîðàì ïðîèçâîäñòâà, åñëè è òîëüêî åñëè âåðíî
òîæäåñòâî

∂tf(x, t)

x1 ∂x1
f(x, t) + x2 ∂x2

f(x, t) + . . . + xn ∂xn
f(x, t)

= α(t) ∀(x, t) ∈ G′ × T ′,

ãäå α åñòü íåêîòîðàÿ ñêàëÿðíàÿ ôóíêöèÿ, çàâèñÿùàÿ òîëüêî îò ïàðàìåòðà ÍÒÏ t.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ÃÏÍÈ ¾Îáùåñòâî è ãóìàíèòàðíàÿ áåçîïàñ-
íîñòü áåëîðóññêîãî ãîñóäàðñòâà¿ íà 2021 � 2025 ãîäû (ÍÈÐ ¾Ðàçðàáîòêà è ïðèìåíå-
íèå ýêîíîìåòðè÷åñêèõ ìîäåëåé ðàçâèòèÿ ìàëîãî è ñðåäíåãî ïðåäïðèíèìàòåëüñòâà â
ðåãèîíàõ äëÿ àíàëèçà è ïðîãíîçèðîâàíèÿ ïðîèçâîäñòâà è ýêñïîðòà òîâàðîâ è óñëóã,
No. ÃÐ 20211753¿).
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ÌÅÒÎÄ ÃÀÓÑÑÎÂÀ ÏÐÈÁËÈÆÅÍÈß
ÄËß ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈß ÏËÎÒÍÎÑÒÈ ÂÅÐÎßÒÍÎÑÒÈ

ÂÅÊÒÎÐÀ ÑÎÑÒÎßÍÈß ÑÅÒÈ ÌÀÑÑÎÂÎÃÎ ÎÁÑËÓÆÈÂÀÍÈß

Ò.Â. Ðóñèëêî, Ä.À. Ñàëüíèêîâ

Ñåòü ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ (ÑåÌÎ) � ñîâîêóïíîñòü êîíå÷íîãî ÷èñëà âçàèìîñâÿ-
çàííûõ ñèñòåì èëè óçëîâ ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ (ÑÌÎ), â êîòîðîé öèðêóëèðóþò
çàÿâêè, ïåðåõîäÿùèå â ñîîòâåòñòâèè ñ ìàðøðóòíîé ìàòðèöåé ñ âûõîäà îäíîé ÑÌÎ
íà âõîä äðóãîé. Êàæäàÿ îòäåëüíàÿ ÑÌÎ ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèîíàëüíî ñàìîñòîÿòåëüíîé
÷àñòüþ ñåòè. Ñîñòîÿíèå ñåòè â íåêîòîðûé ìîìåíò îïèñûâàåòñÿ ñîâîêóïíîñòüþ n ñëó-
÷àéíûõ ôóíêöèé ξk(t), k = 1, n, ò. å. ñëó÷àéíûì âåêòîðîì

ξ(t) =
(
ξ1(t), ξ2(t), ..., ξn(t)

)
=

(
K1(t)

K
,
K2(t)

K
, ...,

Kn(t)

K

)

â n-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå. Çäåñü Kk(t) � ýòî ÷èñëî çàÿâîê â k-é ÑÌÎ â ìîìåíò t,
t ∈ T, K � îáùåå ÷èñëî çàÿâîê â çàìêíóòîé ñåòè.

Ñëó÷àéíûå ïðîöåññû, îïèñûâàþùèå ñîñòîÿíèå ÑåÌÎ, ÿâëÿþòñÿ ìíîãîìåðíûìè,
è èõ èññëåäîâàíèå ÿâëÿåòñÿ ñëîæíûì. Õîðîøî ðàçðàáîòàíà ìåòîäèêà èõ èññëåäîâà-
íèÿ â ñòàöèîíàðíîì ðåæèìå. Äàííàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà àñèìïòîòè÷åñêîìó àíàëèçó
ïðè K → ∞ ýêñïîíåíöèàëüíûõ ÑåÌÎ â ïåðåõîäíîì ðåæèìå [1]. Ñåòü íàçûâàåòñÿ
ýêñïîíåíöèàëüíîé, åñëè âõîäíûå ïîòîêè ïóàññîíîâñêèå, âðåìÿ îáñëóæèâàíèÿ çàÿâîê
â óçëàõ ðàñïðåäåëåíî ïî ýêñïîíåíöèàëüíîìó çàêîíó, çàÿâêè â óçëàõ îáñëóæèâàþò-
ñÿ â ïîðÿäêå ïîñòóïëåíèÿ, ïåðåõîäû çàÿâîê ìåæäó ÑÌÎ ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè
ñëó÷àéíûìè ñîáûòèÿìè. Ñîñòîÿíèå ýêñïîíåíöèàëüíîé ñåòè â àñèìïòîòè÷åñêîì ñëó-
÷àå áîëüøîãî ÷èñëà çàÿâîê â íåé îïèñûâàåòñÿ íåïðåðûâíûì ìàðêîâñêèì ñëó÷àéíûì
ïðîöåññîì ξ(t) =

(
ξ1(t), ξ2(t), ..., ξn(t)

)
è â ðÿäå ñëó÷àåâ óäàåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî ïëîò-

íîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ýòîãî âåêòîðà ïðè K → ∞ óäîâëåòâîðÿåò ïðÿìîìó óðàâíåíèþ
Ôîêêåðà�Ïëàíêà�Êîëìîãîðîâà, ïðèíàäëåæàùåìó ê äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì
ïàðàáîëè÷åñêîãî òèïà [2, 3]:

∂p(x, t)

∂t
= −

n∑

k=1

∂

∂xk

(
Ak(x, t)p(x, t)

)
+

ε

2

n∑

k,j=1

∂2

∂xk∂xj

(
Bkj(x, t)p(x, t)

)
, (1)

ãäå x = (x1, x2, ..., xn), â îáùåì ñëó÷àå x ∈ Rn, ε = K−1;

A(x, t) =
(
A1(x, t), A2(x, t), ..., An(x, t)

)

� âåêòîðíàÿ ôóíêöèÿ âåêòîðíîãî àðãóìåíòà, õàðàêòåðèçóþùàÿ ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ
çíà÷åíèé èñõîäíîãî ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà:

Ak(x, t) = lim
∆t→0

1

∆t
M

(
ξk(t + ∆t)− ξk(t)

)
;
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B(x, t) =
(
Bkj(x, t)

)
n×n

� ìàòðè÷íàÿ ôóíêöèÿ âåêòîðíîãî àðãóìåíòà, õàðàêòåðèçóþ-
ùàÿ ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ äèñïåðñèè ðàññìàòðèâàåìîãî ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà:

Bkj(x, t) = lim
∆t→0

1

∆t
M

((
ξk(t + ∆t)− ξk(t)

)(
ξj(t + ∆t)− ξj(t)

))
.

Â êàæäîì êîíêðåòíîì ñëó÷àå óñòàíàâëèâàåòñÿ âèä êîýôôèöèåíòîâ ñíîñà Ak(x, t)
è äèôôóçèè Bkj(x, t), k, j = 1, n. Êàê ïðàâèëî, îíè ëèíåéíû ïî x [3, 4].

Ðåøåíèå (1) â ìíîãîìåðíîì ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ çàäà÷åé áîëüøîé ñëîæíîñòè. Öåëü
äàííîé ðàáîòû ñîñòîèò â ïðèìåíåíèè ïðèáëèæåííîãî ïðèåìà äëÿ ðåøåíèÿ (1). Íà
îñíîâàíèè ôèçè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé ìîæíî çàðàíåå îæèäàòü îïðåäåëåííûé âèä ïëîò-
íîñòè âåðîÿòíîñòè p(x, t). Â ÷àñòíîñòè, ïðè îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõ ïëîòíîñòü âå-
ðîÿòíîñòè p(x, t), ÿâëÿþùàÿñÿ ðåøåíèåì (1), áóäåò íîðìàëüíîé èëè áëèçêîé ê íåé.
Ïëîòíîñòü íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñèñòåìû ξ(t) =

(
ξ1(t), ξ2(t), ..., ξn(t)

)
îïðåäå-

ëÿåòñÿ íà÷àëüíûìè ìîìåíòàìè ïåðâîãî ïîðÿäêà èëè ìàòåìàòè÷åñêèìè îæèäàíèÿìè
ν

(1)
k (t) = Mξk(t), õàðàêòåðèçóþùèìè ñðåäíèå çíà÷åíèÿ ñîñòàâëÿþùèõ ξk(t), k = 1, n,

è âçàèìíûìè êîððåëÿöèîííûìè ôóíêöèÿìè ν
(1,1)
kj (t) = M

(
ξk(t)ξj(t)

)
, õàðàêòåðèçóþ-

ùèìè ñâÿçü ïðîöåññîâ ξk(t) è ξj(t), k, j = 1, n.
Äîêàçàíî, ÷òî íàçâàííûå âûøå õàðàêòåðèñòèêè â ñëó÷àå, êîãäà Ak(x, t), Bkj(x, t)

ëèíåéíû ïî x, ìîãóò áûòü îïðåäåëåíû èç ñèñòåìû îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé [4]:

dν
(1)
k (t)

dt
= M

(
Ak(ξ(t), t)

)
, k = 1, n, (2)

dν
(1,1)
kj (t)

dt
= M

(
ξk(t)Aj(ξ(t), t)

)
+

+M
(
ξj(t)Ak(ξ(t), t)

)
+ εM

(
Bkj(ξ(t), t)

)
, k = 1, n, j = 1, n.

(3)

Î÷åâèäíî, ÷òîìîìåíòûâòîðîãî ïîðÿäêà ñèììåòðè÷íû ν
(1,1)
kj (t) = ν

(1,1)
jk (t), k,j = 1, n.

Êðîìå òîãî, åñëè ÑåÌÎ çàìêíóòà, òî â íåé öèðêóëèðóåò ïîñòîÿííîå ÷èñëî çàÿâîê è,
ñëåäîâàòåëüíî,

n∑
k=1

ξk(t) = 1 â êàæäûé ôèêñèðîâàííûé ìîìåíò âðåìåíè. Ïîýòîìó äëÿ
îïðåäåëåíèÿ åäèíñòâåííîãî ðåøåíèÿ (2), (3) ïðè îïðåäåëåííîì íà÷àëüíîì óñëîâèè
ñëåäóåò ðåøàòü ñèñòåìó äëÿ k = 1, n− 1, j = k, n− 1, äîïîëíèâ åå íîðìèðîâî÷íûì
óñëîâèåì

∑n
k=1 ν

(1)
k (t) = 1.

Îïðåäåëèâ íà÷àëüíûå ìîìåíòû èç ñèñòåìû (2), (3) è ïîäñòàâèâ èõ â èçâåñòíóþ
ôóíêöèþ ïëîòíîñòè íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, ïîëó÷èì ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1) â
ãàóññîâîì ïðèáëèæåíèè. Íà îñíîâå ïëîòíîñòè p(x, t) ìîãóò áûòü íàéäåíû âåðîÿòíîñò-
íî-âðåìåííûå õàðàêòåðèñòèêè ôóíêöèîíèðîâàíèÿ ñåòè ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ.
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ÑÈÑÒÅÌÀ ÐÀÇÍÎÑÒÍÎ-ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÛÕ ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ
ÄËß ÍÅÍÀÄÅÆÍÎÉ ÑÅÒÈ Ñ ÀÁÑÎËÞÒÍÛÌ ÏÐÈÎÐÈÒÅÒÎÌ

Â ÎÁÑËÓÆÈÂÀÍÈÈ ÐÀÇÍÎÒÈÏÍÛÕ ÇÀßÂÎÊ

Ñ.Ý. Ñòàòêåâè÷

Èññëåäîâàíèå ñåòè ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ (ÌÎ) ñ î÷åðåäÿìè ðàçíîòèïíûõ çà-
ÿâîê è àáñîëþòíûì ïðèîðèòåòîì èõ îáñëóæèâàíèÿ ïðèâåäåíî â [1]. Ñåòè ñ íåíàäåæ-
íûìè ñèñòåìàìè îáñëóæèâàíèÿ è îãðàíè÷åííûì âðåìåíåì îæèäàíèÿ ðàçíîòèïíûõ
çàÿâîê èññëåäîâàíû â ïåðåõîäíîì ðåæèìå â [2].

Â äîêëàäå ðàññìàòðèâàåòñÿ ìåòîäèêà íàõîæäåíèÿ âåðîÿòíîñòåé ñîñòîÿíèé ñåòè ñ
íåíàäåæíûìè ñèñòåìàìè è àáñîëþòíûì ïðèîðèòåòîì â îáñëóæèâàíèè íåòåðïåëèâûõ
ðàçíîòèïíûõ çàÿâîê â ïåðåõîäíîì ðåæèìå. Äîêàçàíî, ÷òî âåðîÿòíîñòè ñîñòîÿíèé òà-
êîé ñåòè óäîâëåòâîðÿþò ñèñòåìå ðàçíîñòíî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âèäà

dPi(d, k, t)

dt
= −

[
n∑

i=1

r∑
c=1

[λ(t)p0cicφic(t) + µic min(di, kic)u(kic)αic(t)+

+θic(kic − di)u(kic − di)νic(t)] +
n∑

i,j=1
i6=j

r∑
c,s=1
c6=s

µjs(t) min(dj, kjs)u(kjs)ηjsic(t)+

+
n∑

i=1

[βi(t)di) + γi(t)(mi − di)]

]
P (d, k, t)+

+λ(t)
n∑

i=1

r∑
c=1

P (d, k − Iic, t)
n∑

j=1

r∑
s=1

posjsψjsic(t)+

+
n∑

i=1

r∑
c=1

[µicmin(di, kic)u(kic)αic(t)+θic(kic+1−di)u(kic+1−di)νic(t)]P (d, k+Iic, t)+

+

[
n∑

i=1

r∑
c=1

µic(t) min(di, kic)u(kic)
n∑

j=1

r∑
s=1

ηicjs(t)+

+
n∑

i=1

r∑
c=1

θic(t)(kic + 1− di)u(kjs)
n∑

j=1

r∑
s=1

νicjs(t)+

]
P (d, k + Iic − Ijs, t)+

+
n∑

i=1

βi(t)(di + 1)P (d + Ii, k, t) +
n∑

i=1

γi(t)(mi − di + 1)u(di)P (d− Ii, k, t), i = 1, n,

ãäå (d, k, t) = (d1, ...dn, k11, ..., k1r, ..., kn1, ..., knr, t) � âåêòîð ñîñòîÿíèé ñåòè; di � êî-
ëè÷åñòâî èñïðàâíûõ ëèíèé îáñëóæèâàíèÿ â ñèñòåìå Si â ìîìåíò âðåìåíè t; mi �
îáùåå ÷èñëî ëèíèé îáñëóæèâàíèÿ â ñèñòåìå Si; kic � êîëè÷åñòâî çàÿâîê òèïà c â
ñèñòåìå Si â î÷åðåäè è íà îáñëóæèâàíèè â ìîìåíò âðåìåíè t, t ∈ [0; +∞); µ−1

ic (t),
θ−1

ic (t) � ñðåäíåå âðåìÿ îáñëóæèâàíèÿ è ñðåäíåå âðåìÿ îæèäàíèÿ â î÷åðåäè íà îáñëó-
æèâàíèå çàÿâîê òèïà c â ñèñòåìå Si; β−1

i , γ−1
i (t) � ñðåäíåå âðåìÿ èñïðàâíîé ðàáîòû

è ñðåäíåå âðåìÿ âîññòàíîâëåíèÿ íåèñïðàâíûõ ëèíèé îáñëóæèâàíèÿ ñîîòâåòñòâåííî â
ñèñòåìå Si; Ii � n-âåêòîð ñ íóëåâûìè êîìïîíåíòàìè, çà èñêëþ÷åíèåì êîìïîíåíòû ñ
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íîìåðîì i, ðàâíîé 1; Iic � âåêòîð íóëåâûõ êîìïîíåíò, ðàçìåðíîñòè n× r, çà èñêëþ-
÷åíèåì êîìïîíåíòû r(i− 1) + c, ðàâíîé 1; φic(k, t) � óñëîâíàÿ âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî
çàÿâêà òèïà c, êîòîðàÿ ïîñòóïàåò â i-óþ ÑÌÎ â ìîìåíò âðåìåíè t, ïðè óñëîâèè, ÷òî
ñåòü íàõîäèòñÿ â ñîñòîÿíèè (d, k, t), íå áóäåò îáñëóæåíà íè îäíîé èç ÑÌÎ; ψicjs(k, t) �
óñëîâíàÿ âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî çàÿâêà òèïà c, êîòîðàÿ ïîñòóïàåò èç âíåøíåé ñðåäû
â i-óþ ÑÌÎ â ìîìåíò âðåìåíè t, êîãäà ñåòü íàõîäèòñÿ â ñîñòîÿíèè (d, k, t), âïåðâûå
ïîëó÷èò îáñëóæèâàíèå â j-îé ÑÌÎ, ïîëó÷èâ ïðè ýòîì òèï s; αic(k, t) � óñëîâíàÿ
âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî çàÿâêà òèïà c , îáñëóæåííàÿ â i-îé ÑÌÎ â ìîìåíò âðåìåíè t,
êîãäà ñåòü íàõîäèòñÿ â ñîñòîÿíèè (d, k, t), íå áóäåò áîëüøå îáñëóæåíà íè â îäíîé èç
ÑÌÎ; ηicjs(k, t) � óñëîâíàÿ âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî çàÿâêà òèïà c, îáñëóæåííàÿ â i-îé
ÑÌÎ â ìîìåíò âðåìåíè t, êîãäà ñåòü íàõîäèòñÿ â ñîñòîÿíèè (d, k, t), âïåðâûå ïîñëå
ýòîãî ïîëó÷èò îáñëóæèâàíèå â j-îé ÑÌÎ, êàê çàÿâêà òèïà s; νic(k, t) � óñëîâíàÿ
âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî çàÿâêà òèïà c, íàõîäÿùàÿñÿ â î÷åðåäè i-îé ÑÌÎ â ìîìåíò
âðåìåíè t, êîãäà ñåòü íàõîäèòñÿ â ñîñòîÿíèè (d, k, t), íå ïîêèíåò î÷åðåäü ýòîé ÑÌÎ,
i, j = 1, n, c = 1, r.

Äëÿ ðåøåíèÿ äàííîé ñèñòåìû ïðåäëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü ìåòîä ìíîãîìåðíûõ ïðî-
èçâîäÿùèõ ôóíêöèé.
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Î ÑÒÎÕÀÑÒÈ×ÅÑÊÎÉ ÇÀÄÀ×Å ÃÅËÜÌÃÎËÜÖÀ
ÄËß ÑÈÑÒÅÌ Ñ ÍÅÃÎËÎÍÎÌÍÛÌÈ ÑÂßÇßÌÈ

Ì.È. Òëåóáåðãåíîâ, Ã.Ê. Âàñèëèíà, Ä.Ñ. Êóëàõìåòîâà

Â ðàáîòå ïî çàäàííîé ñòîõàñòè÷åñêîé ñèñòåìå ñòðîèòñÿ ýêâèâàëåíòíîå ïî÷òè íàâåð-
íîå óðàâíåíèå ëàãðàíæåâîé ñòðóêòóðû â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî íà èñõîäíóþ ñèñòåìó
íàëîæåíû íåãîëîíîìíûå ñâÿçè.

Èçâåñòíî, ÷òî â êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêå ðàçðàáîòàíû ðàçëè÷íûå ìàòåìàòè÷åñêèå
ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ êîíñåðâàòèâíûõ ñèñòåì. Ãåëüìãîëüöåì ïîñòàâëåíà çàäà÷à ðàñ-
øèðåíèÿ îáëàñòè ïðèìåíåíèÿ àíàëèòè÷åñêèõ ìåòîäîâ ìåõàíèêè íà ñëó÷àé íåïîòåíöè-
àëüíûõ ñèë. Èì â êëàññå îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (ÎÄÓ) ïîëó-
÷åíû [1] íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ïîñòðîåíèÿ îáîáùåííîãî êèíåòè÷åñêîãî
ïîòåíöèàëà.

Âìåñòå ñ òåì â ìåõàíèêå âàæíûì â ïðèëîæåíèè êëàññîì ÿâëÿþòñÿ íåãîëîíîìíûå
ñèñòåìû. Íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñïðàâåäëèâîñòè ïðèíöèïà Ãàìèëüòîíà
ïðè íàëè÷èè íåãîëîíîìíûõ ñâÿçåé â ïîòåíöèàëüíîì ïîëå ñèë ïîëó÷åíû Â.Â. Ðóìÿí-
öåâûì [2]. Èññëåäîâàíèþ çàäà÷è Ãåëüìãîëüöà ñ ó÷åòîì íåãîëîíîìíûõ ñâÿçåé â êëàññå
ÎÄÓ ïîñâÿùåíû òàêæå ðàáîòû Â.Ð. Íîâîñåëîâà [3], À.Ñ. Ñóìáàòîâà [4] è äð. àâòî-
ðîâ. Îòìåòèì ðàáîòû [5-7], â êîòîðûõ ïîìèìî ñîáñòâåííûõ èññëåäîâàíèé àâòîðîâ, â
îñíîâíîì, â êëàññå ÎÄÓ è ÄÓ×Ï, ïðèâîäèòñÿ èñòîðè÷åñêèé îáçîð íàó÷íûõ ðàáîò ïî
ðàçâèòèþ è îáîáùåíèþ çàäà÷è Ãåëüìãîëüöà.
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Â äàííîé ðàáîòå çàäà÷à Ãåëüìãîëüöà ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðè äîïîëíèòåëüíîì ïðåä-
ïîëîæåíèè, ÷òî íà íåãîëîíîìíóþ ìåõàíè÷åñêóþ ñèñòåìó ïîìèìî íåïîòåíöèàëüíûõ
ñèë äåéñòâóþò òàêæå ñëó÷àéíûå âîçìóùàþùèå ñèëû òèïà áåëîãî øóìà.

Ïóñòü ïîëîæåíèå íàòóðàëüíîé íåãîëîíîìíîé ñòîõàñòè÷åñêîé ñèñòåìû îïðåäåëÿåò-
ñÿ âåêòîðîì îáîáùåííûõ êîîðäèíàò q = [q1, . . . , qn]T è íà ñêîðîñòè ñèñòåìû íàëîæåíî
k óñëîâèé âèäà

q̇m+ν − ανiq̇i = 0, (i = 1, 2, . . . , m; ν = 1, 2, . . . , k), (1)

ãäå ανi = ανi(q).
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îáîáùåííûå âîçìóùàþùèå ñèëû äîïóñêàþò ïðåäñòàâëåíèå

Qs = Q1
s + Q2

sj ξ̇j
1/2, (s = 1, 2, . . . , n), (2)

ãäå ξ̇ = [ξ̇1
1/2, ξ̇

2
1/2, . . . , ξ̇

r
1/2]

T � âåêòîð áåëûõ øóìîâ â ñìûñëå Ñòðàòîíîâè÷à [8].
Çäåñü è äàëåå ïî ïîâòîðÿþùèìñÿ èíäåêñàì ïðåäïîëàãàåòñÿ ñóììèðîâàíèå. Èíäåêñû

i, l, α, β èçìåíÿþòñÿ îò 1 äî m, èíäåêñ j � îò 1 äî r, à èíäåêñû µ, ν � îò 1 äî k.
Òîãäà, ñëåäóÿ [9, 10] ñ ó÷åòîì âèäà îáîáùåííûõ ñèë (2) è òîãî, ÷òî áåëûé øóì çàäàí

â ôîðìå Ñòðàòîíîâè÷à, ïîëó÷èì ñòîõàñòè÷åñêîå óðàâíåíèå â ôîðìå Âîðîíöà âèäà

d

dt

(
∂L∗

∂q̇i

)
− ∂L∗

∂qi

= Ψ1i + Ψ2i + σ
′
ij(q, q̇, t) ξ̇j

1/2, (3)

ãäå

Ψ1i =

(
∂L

∂qm+ν

)∗
ανi +

(
∂L

∂q̇m+ν

)∗
βν

ilq̇l, Ψ2i = Q1
i + Q1

m+νανi, σ
′
ij = Q2

ij + ανiQ
2
m+ν,j,

βν
il =

∂ανi

∂ql

+
∂ανi

∂qm+µ

αµl − ∂ανl

∂qi

− ∂ανl

∂qm+µ

αµi

è çâåçäî÷êîé îáîçíà÷åí ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè â ñîîòâåòñòâóþùèå ôóíêöèè âûðàæå-
íèé (1) âìåñòî q̇m+1, . . . , q̇n.

Ïî çàäàííîìó óðàâíåíèþ (3) òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòü ñòîõàñòè÷åñêîå óðàâíåíèå ëàãðàí-
æåâîé ñòðóêòóðû âèäà

d

dt

(
∂L̃

∂q̇i

)
− ∂L̃

∂qi

= σ
′
ij(q, q̇, t)ξ̇

j
1/2. (4)

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèè Gi = Ψ1i + Ψ2i óäîâëåòâîðÿþò
óñëîâèþ Ãåëüìãîëüöà [5]:

1) ôóíêöèè Gi ëèíåéíû ïî ñêîðîñòÿì, ò.å. ïðåäñòàâèìû â âèäå

Gi = ρil(q, t)q̇l + µi(q, t), (5)

ïðè ýòîì ρil, µi ∈ C1(Rn+1), (q, t) ∈ Rn+1 è
2) âûïîëíåíû ñîîòíîøåíèÿ

ρil + ρli = 0, (6a)

∂ρil

∂qα

+
∂ρlα

∂qi

+
∂ραi

∂ql

= 0, (6b)

∂ρil

∂t
=

∂µi

∂ql

− ∂µl

∂qi

(i, l = 1, 2, . . . , m), (6c)
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÷òî îáåñïå÷èâàåò ñóùåñòâîâàíèå ôóíêöèè Π = Π(q, q̇, t) òàêîé, ÷òî ñòîõàñòè÷åñêîå
óðàâíåíèå (3) ñ ïîìîùüþ îáîáùåííîãî êèíåòè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà L̂ = L∗ + Π áóäåò
ýêâèâàëåíòíî óðàâíåíèþ (4).

Ñëåäîâàòåëüíî, èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ
Òåîðåìà. Äëÿ ïðèâåäåíèÿ ñòîõàñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ Âîðîíöà (3) ê ñòîõàñòè÷å-

ñêîìó óðàâíåíèþ ëàãðàíæåâîé ñòðóêòóðû âèäà (4) íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû
ôóíêöèè Gi(i = 1, 2, . . . , m) óäîâëåòâîðÿëè óñëîâèÿì (5), (6a), (6b), (6c).

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÊÍÌÎÍ ÐÊ (Ãðàíò � AP09258966).
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ÝÊÑÒÐÅÌÀËÜÍÛÅ ÏÎËÈÍÎÌÛ ÊÎÌÏËÅÊÑÍÎÃÎ ÀÐÃÓÌÅÍÒÀ
ÂÛÑÎÊÈÕ ÑÒÅÏÅÍÅÉ

Þ.Â. Òðóáíèêîâ, Ì.Ì. ×åðíÿâñêèé

×åáûøåâñêèå èòåðàöèîííûå ïðîöåññû ñâÿçàíû ñ ðàñïîëîæåíèåì ñïåêòðà ëèíåéíî-
ãî îïåðàòîðà â ñëîæíûõ îáëàñòÿõ êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè, íàïðèìåð, â ïðÿìîóãîëü-
íèêå. Òàêèå èòåðàöèîííûå ïðîöåññû ïðèìåíÿþòñÿ ïðè ÷èñëåííîì ðåøåíèè ðÿäà ïðè-
êëàäíûõ çàäà÷. Âàæíóþ ðîëü ïðè èõ ïîñòðîåíèè èãðàþò ýêñòðåìàëüíûå ïîëèíîìû
êîìïëåêñíîãî àðãóìåíòà, íàèìåíåå óêëîíÿþùèåñÿ îò íóëÿ íà êâàäðàòå êîìïëåêñíîé
ïëîñêîñòè, ò. å. ÿâëÿþùèåñÿ àíàëîãàìè ïîëèíîìîâ ×åáûøåâà ïåðâîãî ðîäà. Â îòëè÷èå
îò äåéñòâèòåëüíîãî ñëó÷àÿ, ãäå äàâíî èçâåñòíà îáùàÿ ôîðìóëà

Tn (x) = 21−n cos (n arccos x),

ïîëó÷åíèå ýêñòðåìàëüíûõ ïîëèíîìîâ êîìïëåêñíîãî àðãóìåíòà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
òðóäíóþ è äî êîíöà íå ðåøåííóþ çàäà÷ó.

Ïóñòü D � êâàäðàò ñ âåðøèíàìè â òî÷êàõ 1 + i , −1 + i , −1 − i , 1 − i . Òàê, â
íà÷àëå XXI âåêàÞ.Â. Òðóáíèêîâûì áûëè ïîëó÷åíû â àíàëèòè÷åñêîì âèäå âûðàæåíèÿ
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ðàññìàòðèâàåìûõ íà äàííîì êâàäðàòå ýêñòðåìàëüíûõ ïîëèíîìîâ ñòåïåíåé ñî âòîðîé
ïî øåñòóþ âêëþ÷èòåëüíî (òåîðåìà 1).

Òåîðåìà 1. [1] Ýêñòðåìàëüíûìè íà êâàäðàòå D ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå ïîëèíîìû

P1 = z, P2 = z2, P3 = z3, P4 = z4 + 3/2,

P5 = z5 +
(
9− 5

√
2
)

z, P6 = z6 + (7/3) z2.

Âàæíóþ ðîëü â òåîðèè îïòèìàëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ ôóíêöèè êîìïëåêñíîãî àðãó-
ìåíòà îáû÷íûìè è îáîáùåííûìè ïîëèíîìàìè èãðàåò ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 2. [2, c. 26] Ýëåìåíò y ∈ G òîãäà è òîëüêî òîãäà ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì
íàèëó÷øåãî ïðèáëèæåíèÿ òî÷êè x /∈ G, êîãäà

∃µ(∈ ∂ ‖y − x‖∨ ∈ ∂ ‖x− y‖)∀h (∈ G) Re 〈µ, h〉 = 0 (1)

(∂ ‖x‖ � ñóáäèôôåðåíöèàë íîðìû â òî÷êå x, 〈µ, h〉 � çíà÷åíèå ôóíêöèîíàëà µ íà
âåêòîðå h).

Òàêèì îáðàçîì, íà îñíîâå êðèòåðèÿ (1) ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùóþ ñõåìó
ïîñòðîåíèÿ ýêñòðåìàëüíîãî (ò.å. äëÿ êîòîðîãî äîñòèãàåòñÿ inf ||f − Pn|| ) ïîëèíîìà:

1) èñõîäÿ èç íåêîòîðîãî ðàñïîëîæåíèÿ êîðíåé ïîëèíîìà Pn, îïðåäåëåííîãî íà
ïðÿìîóãîëüíèêå êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè, íàéòè ñèñòåìó òî÷åê, â êîòîðûõ äîñòèãàåòñÿ
ìàêñèìóì ìîäóëÿ ðàçíîñòè f (z) − Pn (z); ñèñòåìà òàêèõ òî÷åê ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì
òî÷åê ÷åáûøåâñêîãî àëüòåðíàíñà (e-òî÷êè);

2) ðåøèòü ñèñòåìó óðàâíåíèé

Re 〈µ, ϕk〉 = 0 (k = 0, 1, ..., n) , ϕk ∈ G,

Re 〈µ, f − Pn〉 = ‖f − Pn‖ , µ ∈ ∂ ‖f − Pn‖.
Â 2022 ãîäó àâòîðàìè äîêëàäà äîêàçàíà [3] ýêñòðåìàëüíîñòü ïîëèíîìà ñåäüìîé

ñòåïåíè
P7 = z7 + (1 +

√
11/2)z3.

Ïåðå÷èñëèì îñíîâíûå òðóäíîñòè ïîëó÷åíèÿ ýêñòðåìàëüíûõ ïîëèíîìîâ âûñîêèõ
ñòåïåíåé ïî ïðåäñòàâëåííîìó àëãîðèòìó: 1) òî÷íîå ðàñïîëîæåíèå e-òî÷åê çàðàíåå íå
èçâåñòíî, à èõ êîëè÷åñòâî âîçðàñòàåò ñ óâåëè÷åíèåì ñòåïåíè ïîëèíîìà; 2) ñ óâåëè÷å-
íèåì ñòåïåíè ïîëèíîìà âîçðàñòàåò êîëè÷åñòâî åãî íåèçâåñòíûõ êîýôôèöèåíòîâ è êîð-
íåé. Íàïðèìåð, êîëè÷åñòâî e-òî÷åê ïîëèíîìîâ P4, P5, P6 ðàâíî âîñüìè, ó P7 èõ 12,
ó P8, P9, P10, P11 èõ 16.

Êðàòêî ðàññìîòðèì ÷èñëåííî-àíàëèòè÷åñêîå ïîñòðîåíèå ïîëèíîìà P9. Ó÷èòûâàÿ
ñèììåòðèþ è èçâåñòíûé âèä ïîëèíîìîâ ìåíüøèõ ñòåïåíåé, P9 èùåì â âèäå

P9 (z) = z9 + az5 + bz.

Âñå e-òî÷êè ðàñïîëîæåíû íà ãðàíèöå îáëàñòè D. Â ñèëó ñèììåòðèè äîñòàòî÷íî ðàñ-
ñìîòðåòü îäíó ñòîðîíó êâàäðàòà, íàïðèìåð, âåðõíþþ. Ïóñòü

P9 = (x + iy)9 + a(x + iy)5 + b (x + iy) .

Çàïèøåì êâàäðàò ìîäóëÿ ýòîãî âûðàæåíèÿ ïðè y = 1.

|P9|2|y=1 = (x16+8x14+(2a+28) x12+(−4a+56) x10+(a2−34a+2b+70) x8 +

+ (4a2 − 56a− 56b + 56) x6 + (6a2 + (2b− 34) a + 140b + 28) x4+

+ (4a2 + (−12b− 4) a− 56b + 8) x2 + (a + b + 1)2) (x2 + 1).

(2)
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Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ìàêñèìóì êâàäðàòà ìîäóëÿ |P9|2 ïðè y = 1 äîñòèãàåòñÿ â ïÿòè
òî÷êàõ, ñðåäè êîòîðûõ x = 0 è x = 1 , ò. å. max |P9|2 = 2(4a− b− 16)2. Ïîäñòàâëÿÿ
ýòî çíà÷åíèå â (2), ïðè x = 0 ïîëó÷àåì, ÷òî

a1 =
(
9− 5

√
2
) (

b + 31 + 15
√

2
)

/31; a2 =
(
9 + 5

√
2
)(

b + 31− 15
√

2
)

/31.

Îäíî èç ýòèõ ñîîòíîøåíèé îêàæåòñÿ ñïðàâåäëèâûì, íî ïðîâåðèòü íåîáõîäèìî îáà.
Ïîäñòàâèì ïåðâîå çíà÷åíèå a1 â âûðàæåíèå (2). Äàëåå íåîáõîäèìî íàéòè îò íåãî
ïðîèçâîäíóþ ñ öåëüþ îïðåäåëåíèÿ êîîðäèíàòû ¾ïëàâàþùåé¿ ìåæäó x = 0 è x = 1
e-òî÷êè, ïðè÷åì íåîáõîäèìî ó÷åñòü, ÷òî çíà÷åíèå êâàäðàòà ìîäóëÿ |P9|2 â ýòîé òî÷êå
òàêæå ñîâïàäàåò ñî çíà÷åíèåì â íóëå. Òàêèì îáðàçîì, èñêîìàÿ êîîðäèíàòà e-òî÷êè
ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç êîðíåé àëãåáðàè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ äâåíàäöàòîé ñòåïåíè, êîòîðîå
çàìåíîé ñâîäèòñÿ ê óðàâíåíèþ øåñòîé ñòåïåíè. Åãî ðåøàåì ÷èñëåííûìè ìåòîäàìè.
Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì òðîéêó ÷èñåë

x1 ≈ 0, 55455136583876287241;

a ≈ 3, 2977903255033379613; b ≈ 0, 78580851488163723679,

ãäå âñå çíà÷àùèå öèôðû âåðíûå.
Îñòàåòñÿ ïðîâåðèòü ñïðàâåäëèâîñòü êðèòåðèÿ (1). Çàíóìåðóåì ïðîòèâ ÷àñîâîé

ñòðåëêè ïîäðÿä èäóùèå 16 e-òî÷åê, íà÷èíàÿ ñ z1 = 1 + i. Ôóíêöèîíàë µ äåéñòâó-
åò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

〈µ, g〉 = (1/4, 3829286808)×
∑

16k616

bkQkg (zk),

ãäå Qk (k = 1, 2, ..., 16) � çíà÷åíèÿ, ñîïðÿæåííûå çíà÷åíèÿì ïîëèíîìà â e-òî÷êàõ zk.
Äëÿ çíà÷åíèé bk, k = 1, 16, ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ

b1 = b5 = b9 = b13 ≈ 0, 05402104649, b3 = b7 = b11 = b15 ≈ 0, 05235825753,

b2 = b4 = b6 = b8 = b10 = b12 = b14 = b16 ≈ 0.07181034799.

Äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà a = a2, ïåðåîïðåäåëåííàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé äëÿ íàõîæäåíèÿ
êîýôôèöèåíòîâ bk (k = 1, 2, ..., 16) íå èìååò ðåøåíèÿ.

Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíà ýêñòðåìàëüíîñòü ïîëèíîìà

P9 (z) = z9 + 3, 2977903255033379613z5 + 0, 78580851488163723679z.

Ðàáîòà âûïîëíåíà â ðàìêàõ ÃÏÍÈ "Êîíâåðãåíöèÿ�2025".
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ÝÊÐÀÍÈÐÎÂÀÍÈÅ ÍÈÇÊÎ×ÀÑÒÎÒÍÎÃÎ ÌÀÃÍÈÒÍÎÃÎ ÏÎËß
ÒÎÍÊÎÑÒÅÍÍÛÌ ÝËËÈÏÑÎÈÄÀËÜÍÛÌ ÝÊÐÀÍÎÌ

Ã.×. Øóøêåâè÷

Â óñëîâèÿõ ìàññîâîãî èñïîëüçîâàíèÿ ýëåêòðîòåõíè÷åñêèõ, ýëåêòðîííûõ è ðàäèî-
ýëåêòðîííûõ ïðèáîðîâ è îáîðóäîâàíèÿ âî âñåõ ñôåðàõ ÷åëîâå÷åñêîé äåÿòåëüíîñòè àê-
òóàëüíîé ïðîáëåìîé ÿâëÿåòñÿ ýëåêòðîìàãíèòíàÿ áåçîïàñíîñòü îêðóæàþùåé ñðåäû è
æèçíåäåÿòåëüíîñòè ÷åëîâåêà [1]. Äëÿ îáåñïå÷åíèÿ áëàãîïðèÿòíîé ýëåêòðîìàãíèòíîé
îáñòàíîâêè ïðîèçâîäèòñÿ ýëåêòðîìàãíèòíîå ýêðàíèðîâàíèå [2, 3]. Ïîä ýêðàíèðîâàíè-
åì ïîíèìàåòñÿ çàùèòà îò âîçäåéñòâèÿ âíåøíèõ ïîëåé, ëîêàëèçàöèÿ èçëó÷åíèÿ êàêèõ-
ëèáî îáúåêòîâ ñ öåëüþ óìåíüøåíèÿ åãî ïðîÿâëåíèÿ â îêðóæàþùåé ñðåäå.

Ïóñòü â ïðîñòðàíñòâå R3 íàõîäèòñÿ òîíêîñòåííûé ýëëèïñîèäàëüíûé ýêðàí Γ òîë-
ùèíîé ∆. Îáëàñòü ïðîñòðàíñòâà âíóòðè ýêðàíà Γ îáîçíà÷èì ÷åðåç D1, âíåøíþþ
îáëàñòü ïî îòíîøåíèþ ê ýêðàíó Γ � D2, îáëàñòü ýêðàíà Γ � D.

Òîíêîñòåííûé ýêðàí Γ âûïîëíåí èç ìàòåðèàëà ñ ýëåêòðîìàãíèòíûìè ïàðàìåòðàìè
ε, µ, γ : ε � äèýëåêòðè÷åñêàÿ ïðîíèöàåìîñòü, µ � àáñîëþòíàÿ ìàãíèòíàÿ ïðîíèöàå-
ìîñòü, γ � óäåëüíàÿ ýëåêòðè÷åñêàÿ ïðîâîäèìîñòü. Îáëàñòü Dm, m = 1, 2, çàïîëíåíà
ñðåäîé ñ ìàãíèòíîé ïðîíèöàåìîñòüþ µm.

Â òî÷êå O1, êîòîðàÿ íàõîäèòñÿ â îáëàñòè D2, ðàñïîëîæåí èñòî÷íèê ïîëÿ � òîíêàÿ
íèòü ñ áåñêîíå÷íî ìàëûì ïîïåðå÷íûì ñå÷åíèåì, ïî êîòîðîé öèðêóëèðóåò òîê I.

Â òî÷êàõ O, O1 ââåäåì ñîîòâåòñòâåííî äåêàðòîâû êîîðäèíàòû Oxyz, O1x1y1z1

ñ îäèíàêîâî íàïðàâëåííûìè îñÿìè êîîðäèíàò. Òî÷êà O1 � öåíòð ýëëèïñîèäàëüíîãî
ýêðàíà Γ.

Äåêàðòîâû êîîðäèíàòû Oxyz, ââåäåííûå â òî÷êå O, ñâÿçàíû ñ âûòÿíóòûìè âû-
ðîæäåííûìè ýëëèïñîèäàëüíûìè êîîðäèíàòàìè Oαβ ϕ ñîîòíîøåíèåì

x = c sh α sin β cos ϕ, y = c sh α sin β sin ϕ, z = c ch α cos β,

ãäå 0 6 α < ∞ , 0 6 β 6 π , 0 6 ϕ 6 2π, c � ìàñøòàáíûé ìíîæèòåëü, c > 0,
à äåêàðòîâû êîîðäèíàòû O1x1y1z1, ââåäåííûå â òî÷êå O1, ñâÿçàíû ñî ñôåðè÷åñêèìè
êîîðäèíàòàìè O1r1 θ1ϕ1 ñîîòíîøåíèåì

x1 = r1 cos ϕ1 sin θ1, y1 = r1 sin ϕ1 sin θ1, z1 = r1 cos θ1,

ãäå 0 6 r1 < ∞, 0 6 θ1 6 π, 0 6 ϕ1 6 2π.
Â ðåçóëüòàòå âçàèìîäåéñòâèÿ ïåðâè÷íîãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ ñ ýêðàíîì Ã îáðàçóþò-

ñÿ âòîðè÷íûå ìàãíèòíûå ïîëÿ. Îáîçíà÷èì ïîòåíöèàë âòîðè÷íîãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ â
îáëàñòè D2 ÷åðåç U2, â îáëàñòè D1 � ÷åðåç U1, ïîòåíöèàë èñõîäíîãî ìàãíèòíîãî
ïîëÿ � ÷åðåç U0.

Â ñëó÷àå òîíêîñòåííûõ ýêðàíîâ ìàãíèòíîå ïîëå âíóòðè ýêðàíà íå èññëåäóåòñÿ,
à ñøèâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ñïåöèàëüíûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé íà ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòè
ýêðàíà Γc [4].

Ñðåäèííàÿ ïîâåðõíîñòü ýêðàíà Γc îïèñûâàåòñÿ â âûòÿíóòîé âûðîæäåííîé ýëëèï-
ñîèäàëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò Oαβ ϕ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Γc = {α = α0 = Arch(b/c), 0 6 β 6 π , 0 6 ϕ 6 2π },
ãäå b, a � áîëüøàÿ è ìàëàÿ ïîëóîñè ýëëèïñà ñîîòâåòñòâåííî, c =

√
b2 − a2.

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Òðåáóåòñÿ íàéòè ñêàëÿðíûå ìàãíèòíûå ïîòåíöèàëû Um â
îáëàñòè Dm , m = 1, 2, êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò:
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� óðàâíåíèþ Ëàïëàñà â ñèñòåìå êîîðäèíàò Oαβϕ

∆Um =
1

c2(sh2 α + sin2 β)

{
1

sh α

∂

∂α

(
sh α

∂Um

∂α

)
+

1

sin β

∂

∂β

(
sin β

∂Um

∂β

)
+

+

(
1

sh2 α
+

1

sin2 β

)
∂2Um

∂2ϕ

}
= 0; (1)

� ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì íà ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòè Γc äëÿ òîíêîñòåííûõ ñëàáî ïðî-
âîäÿùèõ ýêðàíîâ [4]

µ2
∂ (U0 + U2)

∂~n
− µ1

∂U1

∂~n

∣∣∣∣
Γc

= −pF (U0 + U2 + U1)|Γc
, (2)

ãäå ~n � íîðìàëü ê ïîâåðõíîñòè Γc, p = µ ∆/2,

(U0 + U2)|Γc
= U1|Γc

; (3)

� óñëîâèþ íà áåñêîíå÷íîñòè

U2(M) → 0, M →∞, (4)

ãäå M � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà ïðîñòðàíñòâà.
Ïîòåíöèàë èñõîäíîãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ ïðåäñòàâèì â âèäå [3]

U0( r1, θ1, φ1) = P

(
r0

r1

)2

P1(cos θ1), P =
Mz

4πr2
0

,

ãäå Mz � ìàãíèòíûé ìîìåíò, Pn(x) � ïîëèíîìû Ëåæàíäðà [5].
Ñîãëàñíî ìåòîäó ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ ðåøåíèå ïîñòàâëåííîé ãðàíè÷íîé çàäà÷è

áóäåì èñêàòü â âèäå ñóïåðïîçèöèè ýëëèïñîèäàëüíûõ ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé òàê,
÷òîáû âûïîëíÿëîñü óñëîâèå íà áåñêîíå÷íîñòè

U1(α, β, ϕ) = P

∞∑
s=0

s∑

k=−s

YskP
k
s (ch α)P k

s (cos β) eikϕ, (5)

U2(α, β, ϕ) = P

∞∑
s=0

s∑

k=−s

XskQ
k
s(ch α)P k

s (cos β) eikϕ, (6)

ãäå P k
s (ch α) è Qk

s(ch α) � ïðèñîåäèíåííûå ôóíêöèè Ëåæàíäðà ïåðâîãî è âòîðîãî ðîäà
ñîîòâåòñòâåííî [3], s = 0, 1, 2, . . . , k = 0, ± 1, ± 2, . . . , ± s.

Èñïîëüçóÿ ñîîòâåòñòâóþùèå òåîðåìû ñëîæåíèÿ, ïîêàçàíî, ÷òî ðåøåíèå ïîñòàâëåí-
íîé çàäà÷è (1)�(4) ñâåäåíî ê ðåøåíèþ ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé
îòíîñèòåëüíî êîýôôèöèåíòîâ, âõîäÿùèõ â ïðåäñòàâëåíèÿ (5),(6).

Âû÷èñëåí êîýôôèöèåíò ýêðàíèðîâàíèÿ èñõîäíîãî íèçêî÷àñòîòíîãî ìàãíèòíîãî
ïîëÿ òîíêîñòåííûì ýëëèïñîèäàëüíûì ýêðàíîì.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ãîñóäàðñòâåííîé ïðîãðàììû íàó÷-
íûõ èññëåäîâàíèé "Êîâåðãåíöèÿ - 2025"(ïîäïðîãðàììà "Ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè è
ìåòîäû").
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GEOMETRIC APPROACH
TO THE STUDY NAVIER-STOKES EQUATIONS

V.S. Dryuma

Theorem 1. The 14D Riemann metric in local coordinates

~x = (x, y, z, t, η, ρ, m, u, v, w, p, ξ, χ, n) :

ds2 = 2 dxdu + 2 dydv + 2 dzdw +
(−W (~x, t)w−V (~x, t)v−U(~x, t)u

)
dt2+

+
(
−U(~x, t)p− u (U(~x, t))2 − uP (~x, t) + wµ

∂

∂z
U(~x, t)−wU(~x, t)W (~x, t)

)
dη2+

+
(
vµ

∂

∂y
U(~x, t)− vU(~x, t)V (~x, t) + uµ

∂

∂x
U(~x, t)

)
dη2+2 dηdξ+2 dρdχ+2 dmdn+

+
(
−V (~x, t)p−vP (~x, t)−v ((~x, t))2−V (~x, t)W (~x, t)w+vµ

∂

∂y
V (~x, t)−uU(~x, t)V (~x, t)

)
dρ2+

+
(
uµ

∂

∂x
V (~x, t)

)
dρ2+

(
−uU(~x, t)W (~x, t)−w (W (~x, t))2−wP (~x, t)+wµ

∂

∂z
W (~x, t)

)
dm2+

+
(
vµ

∂

∂y
W (~x, t)−vV (~x, t)W (~x, t)+uµ

∂

∂x
W (~x, t)−W (~x, t)p

)
dm2 (1)

is the Ricci-�at,

R44 = Ux + Vy + Wz = 0, R55 = 0, R66 = 0, R77 = 0

on solutions of Navier-Stokes system of equations

∂

∂t
~Q(~x, t) + ( ~Q(~x, t) · ~∇) ~Q(~x, t)− µ ∆ ~Q(~x, t) + ~∇P (~x, t) = 0, ~∇ · ~Q(~x, t) = 0, (2)

where ~Q(~x, t) = [U(~x, t), V (~x, t),W (~x, t)] are the components of velocity and P (~x, t) is
pressure of liquid (see e.g. [1-2]).

To obtain the metric (1) presentation the NS-system of equations in the form of laws
conservations

Ut + (U2 − µUx + P )x + (UV − µUy)y + (UW − µUz)z = 0,



Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ è èõ ïðèëîæåíèÿ 107

Vt + (V 2 − µVy + P )y + (UV − µVx)x + (V W − µVz)z = 0,

Wt + (W 2 − µWz + P )z + (UW − µWx)x + (V W − µWy)y = 0,

(Ux + Vy + Wz) = 0,

is used.
The metric (1) belongs to the class of the Riemann spaces with vanishing scalar Invariants

and part of its geodesics with respect to the coordinates η, ρ, m, ξ, χ, n has form of the
equations

η̈ = 0, ρ̈ = 0, m̈ = 0, ξ̈ = 0, χ̈ = 0, n̈ = 0.

On the base of solutions of equations for the Killing vectors of the metric

Ki,j + Kj,i − 2Γk
ijKk = 0, or Kkgij,k + gikK

k, j + gjkK
k, i = 0, (3)

a new examples of reductions and solutions of the system (2) are constructed.
Properties of the Lie derivative for the connection coe�cients of the metric (1) and the

vector �eld of the form ui = gi
kv

k

ui
j,k + unΓi

jk,n + un
,jΓ

i
nk + un

,kΓ
i
jn − un

,nΓi
jk = 0,

where Γi
jk-are the coe�cients of connection of the metric (1) with the aim of constructing

new examples of solutions to the system (2) are discussed.
Another possibility for studying the properties of the NS system by the geometric

method is the use of di�erential Beltrami parameters of the metric (1)

∆2(f) = gij ∂2f

∂xi, xj

− Γk
ij

∂f

∂xk

.

As example, in particular case

f = ψ(x, y, z, t, 0, 0, 0, u, v, w, p, 0, 0, 0),

from solutions of the linear equation with variable coe�cients

∆2(f) = 0

the relation
(
U(~x, t)−W (~x, t)

)
P (~x, t)/µ = U(~x, t)

∂

∂z
U(~x, t)−W (~x, t)

∂

∂x
V (~x, t)−

−W (~x, t)
∂

∂x
U(~x, t)−W (~x, t)

∂

∂x
W (~x, t) +

∂

∂z
V (~x, t)U(~(x, t)) +

∂

∂z
W (~x, t)U(~x, t),

between velocity and pressure can be derived and that can be applied to the studying
properties of solutions of the system (2).

Theorem 2. From auxiliary overdetermined linear system of partial di�erential equa-
tions for the function Φ(~x, t)

∂2

∂xi, ∂xj

Φ(~x, t) = A(~x, t)
∂

∂xi

Φ(~x, t) + B(~x, t)
∂

∂xj

Φ(~x, t)+

+C(~x, t)
∂

∂xk

Φ(~x, t) + E(~x, t)Φ(~x, t); (4)
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with coe�cients depended on the velocities Q(~x, t), the conditions and equations like of the
form

∂

∂y
U(~x, t) =

= −
∂2

∂x∂z
H(~x, t)) ∂

∂y
Φ(~x, t)+ ∂3

∂y∂x∂z
H(~x, t)Φ(~x, t)− ∂2

∂x∂y
Φ(~x, t)

− ∂2

∂x∂z

H(~x, t)Φ(~x, t)+
∂

∂x
Φ(~x, t),

∂

∂z
U(~x, t) = −

∂2

∂x∂z
H(~x, t) ∂

∂z
Φ(~x, t) + Φ(~x, t) ∂3

∂z∂x∂z
H(~x, t)− ∂2

∂x∂z
Φ(~x, t)

− ∂2

∂x∂z
H(~x, t)Φ(~x, t) + ∂

∂x
Φ(~x, t)

and the equation

−µ
∂4

∂x3∂z
H(~x, t)−µ

∂4

∂y2∂x∂z
H(~x, t)−µ

∂4

∂z2∂x∂z
H(~x, t)−

− ∂3

∂z∂x∂z
H(~x, t)

∂

∂y
H(~x, t)− ∂3

∂z∂x∂z
H(~x, t)

∂2

∂x∂y
H(~x, t)+

+
∂2

∂x∂z
H(~x, t)

∂3

∂y∂x∂z
H(~x, t)+U(x, y, z, t)

∂3

∂x2∂z
H(~x, t)+

+
∂

∂y
P (~x, t)+

∂3

∂x∂t∂z
H(~x, t) = 0

are performed.
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OF SPECTRA OF THE ENERGY OPERATOR
OF THE FOUR-ELECTRON SYSTEMS IN THE HUBBARD MODEL.

QUINTET STATE. TWO- AND THREE-DIMENSIONAL CASE

S.M. Tashpulatov, R.T. Parmanova

The structure of essential spectra and discrete spectrum of the energy operator of four-
electron systems in the impurity Hubbard model in a quintet state in the one-dimensional
case were studied in [1]. We consider the energy operator of four-electron systems in the
impurity Hubbard model and investigated the structure of essential spectra and discrete
spectrum of the system in the quintet state in two- and three-dimensional case. Hamiltonian
of the system has the form

H = A
∑
m,γ

a+
m,γam,γ + B

∑
m,τ,γ

a+
m,γam+τ,γ + U

∑
m

a+
m,↑am,↑a+

m,↓am,↓+

+(A0 − A)
∑

γ

a+
0,γa0,γ + (B0 −B)

∑
τ,γ

(a+
0,γaτ,γ + a+

τ,γa0,γ) + (U0 − U)a+
0,↑a0,↑a+

0,↓a0,↓. (1)
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Here A (A0) is the electron energy at a regular (impurity) lattice site; B (B0) is the
transfer integral between electrons (between electron and impurity) in a neighboring sites
(we assume that B > 0, B0 > 0), τ = ±ej, j = 1, 2, ..., ν, where ej are unit mutually
orthogonal vectors, which means that summation is taken over the nearest neighbors, U
(U0) is the parameter of the on-site Coulomb interaction of two electrons, correspondingly
in the regular (impurity) lattice site; γ is the spin index, γ =↑ or γ =↓ , and a+

m,γ and
am,γ are the respective electron creation and annihilation operators at a site m ∈ Zν ,
where Zν is a ν -dimensional integer lattice.

It is known that the Hamiltonian H acts in the antisymmetric complex Foc'k space
(Has, (.)Has). Suppose that ϕ0 is the vacuum vector in the space Has. The quintet state
corresponds to the free motion of four electrons over the lattice with the basic functions
q2
m,n,k,l∈Zν = a+

m,↑a
+
n,↑a

+
k,↑a

+
l,↑ϕ0. The linear subspace Hq

2, corresponding the quintet state is
the set of all vectors of the form ψq

2 =
∑

m,n,k,l∈Zν f(m,n, k, l)q2
m,n,k,l∈Zν , f ∈ las

2 , where las
2

is the subspace of antisymmetric functions in the space l2
(
(Zν)4

)
. We denote by Hq

2 the
restriction of operator H to the subspace Hq

2. We let ε1 = A0 − A, ε2 = B0 − B, and
ε3 = U0 − U.

Let F : l2((Z
ν)4 → L2((T

ν)4 ≡ Hq
2 be the Fourier transform, where T ν is the

ν-dimensional torus endowed with the normalized Lebesgue measure dλ, i.e. λ(T ν) = 1.

We set H̃q
2 = FHq

2F−1.

Theorem 1. The Fourier transform of operator Hq
2 is an operator H̃q

2 = FHq
2F−1

acting in the space Las
2

(
(T ν)4

)
by the formula

H̃q
2 ψq

2 = h(λ, µ, γ, θ)f(λ, µ, γ, θ)+

+ε1

[∫

T ν

f(s, µ, γ, θ)ds +

∫

T ν

f(λ, t, γ, θ)dt +

∫

T ν

f(λ, µ, k, θ)dk +

∫

T ν

f(λ, µ, γ, ξ)dξ
]
+

+2ε2

[∫

T ν

ν∑
i=1

[cos λi + cos si]f(s, µ, γ, θ)ds +

∫

T ν

ν∑
i=1

[cos µi + cos ti]f(λ, t, γ, θ)dt+

+

∫

T ν

ν∑
i=1

[cos γi + cos ki]f(λ, µ, k, θ)dk +

∫

T ν

ν∑
i=1

[cos θi + cos ξi]f(λ, µ, γ, ξ)dξ
]
, (2)

where h(λ, µ, γ, θ) = 4A+2B
∑ν

i=1[cos λi +cos µi +cos γi +cos θi], and Las
2 is the subspace

of antisymmetric functions in L2

(
(T ν)4

)
.

In the impurity Hubbard model, the spectral properties of the energy operator of four-
electron systems are closely related to those of its two-particle subsystems (one-electron
systems with impurity). Therefore, we �rst study the spectrum and localized impurity
electron states of the one-electron impurity systems. Subsequently, using tensor products
of Hilbert spaces and tensor products of operators in Hilbert spaces and taking into
account that the function f(λ, µ, γ, θ) is an antisymmetric function and using of results of
investigation of spectra of one-electron systems with impurity, we describe the structure of
essential spectrum and discrete spectrum of the energy operator of four electron systems
in the impurity Hubbard model in the quintet state.

Theorem 2. Let ν = 2. Then
a). If ε2 = −B and ε1 < −4B (respectively, ε2 = −B and ε1 > 4B ), then the

essential spectrum of the operator H̃q
2 consists of the union of four segments:
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σess(H̃
q
2) = [4A− 16B, 4A + 16B] ∪ [3A− 12B + z, 3A + 12B + z]∪

∪[2A− 8B + 2z, 2A + 8B + 2z] ∪ [A− 4B + 3z, A + 4B + 3z],

and discrete spectrum of the operator H̃q
2 consists of a single eigenvalue: σdisc(H̃

q
2) = {4z},

where z = A + ε1, lying the below (respectively, above) of the essential spectrum of the
operator H̃q

2 .
b). If ε1 < 0 and ε2 = −2B or ε2 = 0 (respectively, ε1 > 0 and ε2 = −2B or ε2 = 0 ),

then the essential spectrum of the operator H̃q
2 consists of the union of four segments:

σess(H̃
q
2) = [4A− 16B, 4A + 16B] ∪ [3A− 12B + z̃, 3A + 12B + z̃]∪

∪[2A− 8B + 2z̃, 2A + 8B + 2z̃] ∪ [A− 4B + 3z̃, A + 4B + 3z̃],

and discrete spectrum of the operator H̃q
2 consists of a single eigenvalue: σdisc(H̃

q
2) = {4z̃},

where z̃, same concrete real number, lying the below (respectively, above) of the essential
spectrum of the operator H̃q

2 .
c). If ε1 = 0 and ε2 > 0 or ε1 = 0 and ε2 < −2B, then the essential spectrum of the

operator H̃q
2 consists of the union of ten segments:

σess(H̃
q
2) = [4A− 16B, 4A + 16B] ∪ [3A− 12B + z̃1, 3A + 12B + z̃1]∪

∪[3A− 12B + z̃2, 3A + 12B + z̃2] ∪ [2A− 8B + 2z̃1, 2A + 8B + 2z̃1]∪
∪[2A− 8B + 2z̃2, 2A + 8B + 2z̃2] ∪ [2A− 8B + z̃1 + z̃2, 2A + 8B + z̃1 + z̃2]∪

∪[A− 4B + 3z̃1, A + 4B + 3z̃1] ∪ [A− 4B + 3z̃2, A + 4B + 3z̃2]∪
∪[A− 4B + 2z̃1 + z̃2, A + 4B + 2z̃1 + z̃2] ∪ [A− 4B + z̃1 + 2z̃2, A + 4B + z̃1 + 2z̃2],

and discrete spectrum of the operator H̃q
2 consists of a �ve eigenvalues: σdisc(H̃

q
2) =

= {4z̃1, 4z̃2, 3z̃1+ z̃2, z̃1+3z̃2, 2z̃1+2z̃2, } where z̃1, and z̃2, are same concrete real number,
lying the outside of the essential spectrum of the operator H̃q

2 .

d). If −2B < ε2 < 0, then the essential spectrum of the operator H̃q
2 consists of a

single segments:
σess(H̃

q
2) = [4A− 16B, 4A + 16B],

and discrete spectrum of the operator H̃q
2 is empty set: σdisc(H̃

q
2) = ∅.

Theorem 3. Let ν = 3. Then
a). If ε2 = −B and ε1 < −6B (respectively, ε2 = −B and ε1 > 6B ), then the

essential spectrum of the operator H̃q
2 consists of the union of four segments:

σess(H̃
q
2) = [4A− 16B, 4A + 16B] ∪ [3A− 12B + z, 3A + 12B + z]∪

∪[2A− 8B + 2z, 2A + 8B + 2z] ∪ [A− 4B + 3z, A + 4B + 3z],

and discrete spectrum of the operator H̃q
2 consists of a single eigenvalue: σdisc(H̃

q
2) = {4z},

where z = A + ε1, lying the below (respectively, above) of the essential spectrum of the
operator H̃q

2 .
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b). If ε1 < −6B
W

and ε2 = −2B or ε2 = 0 (respectively, ε1 >
6B

W
and ε2 = −2B

or ε2 = 0 ), then the essential spectrum of the operator H̃q
2 consists of the union of four

segments:

σess(H̃
q
2) = [4A− 16B, 4A + 16B] ∪ [3A− 12B + z̃, 3A + 12B + z̃]∪

∪[2A− 8B + 2z̃, 2A + 8B + 2z̃] ∪ [A− 4B + 3z̃, A + 4B + 3z̃],

and discrete spectrum of the operator H̃q
2 consists of a single eigenvalue: σdisc(H̃

q
2) = {4z̃},

where z̃, same concrete real number, and W ≈ 1, 516, lying the below (respectively, above)
of the essential spectrum of the operator H̃q

2 .
c). If ε1 = 0 and ε2 > 0 or ε1 = 0 and ε2 < −2B, and the condition EW < 36B2

is implements, where E =
(B + ε2)

2

(ε2
2 + 2Bε2)

, then the essential spectrum of the operator H̃q
2

consists of the union of ten segments:

σess(H̃
q
2) = [4A− 16B, 4A + 16B] ∪ [3A− 12B + z̃1, 3A + 12B + z̃1]∪

∪[3A− 12B + z̃2, 3A + 12B + z̃2] ∪ [2A− 8B + 2z̃1, 2A + 8B + 2z̃1]∪
∪[2A− 8B + 2z̃2, 2A + 8B + 2z̃2] ∪ [2A− 8B + z̃1 + z̃2, 2A + 8B + z̃1 + z̃2]∪

∪[A− 4B + 3z̃1, A + 4B + 3z̃1] ∪ [A− 4B + 3z̃2, A + 4B + 3z̃2]∪
∪[A− 4B + 2z̃1 + z̃2, A + 4B + 2z̃1 + z̃2] ∪ [A− 4B + z̃1 + 2z̃2, A + 4B + z̃1 + 2z̃2],

and discrete spectrum of the operator H̃q
2 consists of a �ve eigenvalues: σdisc(H̃

q
2) =

= {4z̃1, 4z̃2, 3z̃1+ z̃2, z̃1+3z̃2, 2z̃1+2z̃2, } where z̃1, and z̃2, are same concrete real number,
lying the outside of the essential spectrum of the operator H̃q

2 .
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ÌÅÒÎÄÈÊÀ ÏÐÅÏÎÄÀÂÀÍÈß
ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÈÕ ÄÈÑÖÈÏËÈÍ

Â ÂÛÑØÅÉ ØÊÎËÅ

ÎÁ ÎÑÎÁÅÍÍÎÑÒßÕ ÏÐÅÏÎÄÀÂÀÍÈß ÊÓÐÑÀ
¾ÀÍÀËÈÒÈ×ÅÑÊÀß ÃÅÎÌÅÒÐÈß È ËÈÍÅÉÍÀß ÀËÃÅÁÐÀ¿
ÍÀ ÔÀÊÓËÜÒÅÒÅ ÐÀÄÈÎÔÈÇÈÊÈ È ÊÎÌÏÜÞÒÅÐÍÛÕ

ÒÅÕÍÎËÎÃÈÉ ÁÃÓ
Ë.Ë. Áåðåçêèíà, À.Ã. Ãóòîð, À.À. Åãîðîâ

Íà ôàêóëüòåòàõ óíèâåðñèòåòîâ, ãîòîâÿùèõ ñòóäåíòîâ ïî ôèçè÷åñêèì ñïåöèàëüíî-
ñòÿì, â ïðîãðàììó ïî âûñøåé ìàòåìàòèêå îáÿçàòåëüíî âêëþ÷àåòñÿ ðàçäåë ¾Ýëåìåí-
òû òåíçîðíîãî èñ÷èñëåíèÿ¿. Íà ôàêóëüòåòå ðàäèîôèçèêè è êîìïüþòåðíûõ òåõíîëî-
ãèé ýòîò ðàçäåë âõîäèò â ïðîãðàììó êóðñà ¾Àíàëèòè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ è ëèíåéíàÿ
àëãåáðà¿. Èçó÷åíèå òåíçîðíîãî èñ÷èñëåíèÿ, êàê ïðàâèëî, íà÷èíàåòñÿ ñ ïîâòîðåíèÿ
îòäåëüíûõ òåì ëèíåéíîé àëãåáðû â íîâûõ, òàê íàçûâàåìûõ ¾òåíçîðíûõ¿ îáîçíà÷å-
íèÿõ. Ïåðåõîä ê äðóãèì îáîçíà÷åíèÿì ïî âðåìåíè çàíèìàåò îäíó ëåêöèþ, â òå÷åíèå
êîòîðîé íîâàÿ èíôîðìàöèÿ íå èçëàãàåòñÿ. Ýòî âûçûâàåò îïðåäåëåííûå ñëîæíîñòè ó
ñòóäåíòîâ, â ðåçóëüòàòå ÷åãî áîëüøèíñòâî èç íèõ ê èçó÷åíèþ òåíçîðîâ òàê è íå ïðèñòó-
ïàþò. Â ñâÿçè ñ ýòèì àâòîðàì ïîêàçàëîñü öåëåñîîáðàçíûì ïåðåñòðîèòü êóðñ ëèíåéíîé
àëãåáðû, íà÷èíàÿ èçëîæåíèå ìàòåðèàëà ñ ðàçäåëà ¾Ëèíåéíûå ïðîñòðàíñòâà¿ íà îñíîâå
èíäåêñíîé çàïèñè.

Ïðè ââåäåíèè ïîíÿòèÿ áàçèñà ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà óñëîâèìñÿ îáîçíà÷àòü íîìå-
ðà áàçèñíûõ âåêòîðîâ íèæíèìè èíäåêñàìè, à íîìåðà êîîðäèíàò � âåðõíèìè. Ïðè÷èíà
ýòîãî ñòàíîâèòñÿ ÿñíîé ïîñëå ðàññìîòðåíèÿ îñíîâíîãî ïðèìåðà ìàòðèöû ïåðåõîäà �
ìàòðèöû ßêîáè.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â îáëàñòè G òðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà çàäàíà êðèâîëèíåéíàÿ
ñèñòåìà êîîðäèíàò (x1, x2, x3). Â êàæäîé òî÷êå M0 îáëàñòè G âåêòîðû ~ei =

∂~r

∂xi
(M0)

îáðàçóþò áàçèñ. Åñëè çàäàíà êðèâîëèíåéíàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò (x1′ , x2′ , x3′), òî âîç-
íèêàåò åùå îäèí áàçèñ ~ei′ =

∂~r

∂xi′ (M0), ïðè÷åì

~ei′ =
∂~r

∂xi′ =
∂~r

∂x1

∂x1

∂xi′ +
∂~r

∂x2

∂x2

∂xi′ +
∂~r

∂x3

∂x3

∂xi′ =
∂~r

∂xi

∂xi

∂xi′ =
∂xi

∂xi′ ~ei.

Òàêèì îáðàçîì, ìàòðèöåé ïåðåõîäà îò áàçèñà (~ei) ê áàçèñó (~ei′) ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöà
ßêîáè T = (tii′), ãäå tii′ =

∂xi

∂xi′ . Çàìåòèì, ÷òî èíäåêñ i′, íîìåð áàçèñíîãî âåêòîðà,
àâòîìàòè÷åñêè îêàçàëñÿ âíèçó, ïîä ÷åðòîé, à èíäåêñ i, íîìåð êîîðäèíàòû, îêàçàëñÿ
íàä ÷åðòîé, ò. å. ââåðõó.

Ïðè òàêîì èçëîæåíèè îñíîâíûå ôîðìóëû âûâîäÿòñÿ îäíèì ñïîñîáîì, ëîãè÷åñêè
âûòåêàþùèì èç îïðåäåëåíèé è íå òðåáóþùèì êàêèõ-ëèáî èñêóññòâåííûõ ïðèåìîâ.
Ýòè ôîðìóëû òàêæå ëåãêî çàïèñûâàþòñÿ áåç ôîðìàëüíîãî çàó÷èâàíèÿ, à ïåðåõîä îò
çàïèñè îñíîâíûõ çàêîíîâ â èíäåêñíîé ôîðìå ê òðàäèöèîííîé ìàòðè÷íîé îñóùåñòâ-
ëÿåòñÿ íà îñíîâàíèè ¾ïðàâèëà öåïî÷êè¿. Åñòåñòâåííûì îáðàçîì âîçíèêàþò ïðèìåðû
òåíçîðîâ, ÷òî îáúÿñíÿåò íåîáõîäèìîñòü ââåäåíèÿ ýòîãî ïîíÿòèÿ.
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Íà÷èíàÿ ñ 1998 ãîäà ìû íà÷àëè ïåðåñòðàèâàòü èçëîæåíèå êóðñà íà îñíîâå èñïîëü-
çîâàíèÿ èíäåêñíîé ôîðìû çàïèñè. Â 2012 ãîäó â èçäàòåëüñòâå ÐÈÂØ âûøëî ó÷åáíîå
ïîñîáèå Ë.Ë. Áåðåçêèíîé ¾Àíàëèòè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ è ëèíåéíàÿ àëãåáðà¿ ñ ãðèôîì
Ìèíèñòåðñòâà îáðàçîâàíèÿ Ðåñïóáëèêè Áåëàðóñü. Îñíîâíîé öåëüþ ïîñîáèÿ áûëà èäåÿ
ïåðåõîäà ê èçëîæåíèþ ëèíåéíîé àëãåáðû â òåíçîðíûõ îáîçíà÷åíèÿõ, ÷òî îñîáåííî
âàæíî äëÿ ôèçè÷åñêèõ è ðàäèîôèçè÷åñêèõ ôàêóëüòåòîâ. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ãîòîâèò-
ñÿ ÷åòâåðòîå èçäàíèå ýòîé êíèãè.

Â ñâîåì äîêëàäå àâòîðû ïëàíèðóþò ðàññêàçàòü è î äðóãèõ îñîáåííîñòÿõ ïðåïî-
äàâàíèÿ âûøåíàçâàííîãî êóðñà. Òàê, íàïðèìåð, ïðè èçëîæåíèè òåîðèè êðèâûõ è ïî-
âåðõíîñòåé âòîðîãî ïîðÿäêà ïðèâîäèòñÿ îïðåäåëåíèå êàíîíè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ âòîðîé
ñòåïåíè, êîòîðîå îòñóòñòâóåò â êëàññè÷åñêèõ ó÷åáíèêàõ ïî àíàëèòè÷åñêîé ãåîìåòðèè.
Ýòî îïðåäåëåíèå ïîçâîëÿåò êîððåêòíî îáîñíîâàòü êëàññèôèêàöèþ êðèâûõ è ïîâåðõ-
íîñòåé âòîðîãî ïîðÿäêà. Äëÿ ðåøåíèÿ ìíîãèõ çàäà÷ ïðèâåäåíû ÷åòêèå àëãîðèòìû.
Â ÷àñòíîñòè, ïðè èçëîæåíèè òåìû ¾Ñîáñòâåííûå âåêòîðû¿ ñ ïîëíûì îáîñíîâàíèåì
ïðèâîäèòñÿ ìåòîä àëãåáðàè÷åñêèõ äîïîëíåíèé, êîòîðûé ïîçâîëÿåò â ñëó÷àå ïðîñòûõ
êîðíåé ëåãêî íàõîäèòü ñîáñòâåííûå âåêòîðû, à äëÿ ìàòðèö òðåòüåãî ïîðÿäêà � ïðàêòè-
÷åñêè óñòíî.

Äëÿ áîëüøåé äîñòóïíîñòè èçëîæåíèÿ ïðèâîäÿòñÿ ìíîãî÷èñëåííûå ïðèìåðû, ïðè-
÷åì ìíîãèå èç íèõ ÿâëÿþòñÿ íåñòàíäàðòíûìè. Íàïðèìåð, â òåîðèè ëèíåéíûõ îïåðà-
òîðîâ ïðåäëàãàåòñÿ âû÷èñëåíèå èíòåãðàëîâ âèäà

∫
eαt sin βt dt =

1

α2 + β2
(αeαt sin βt− βeαt cos βt) + C1,

∫
eαt cos βt dt =

1

α2 + β2
(βeαt sin βt + αeαt cos βt) + C2,

à òàêæå ðåøåíèå íåêîòîðûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé.
Áóäóò îáñóæäåíû àêòóàëüíûå âîïðîñû, ñâÿçàííûå ñ îñîáåííîñòÿìè ÷òåíèÿ ëåêöèé

è ïðîâåäåíèÿ ïðàêòè÷åñêèõ çàíÿòèé íà ôàêóëüòåòå ðàäèîôèçèêè è êîìïüþòåðíûõ
òåõíîëîãèé ñ èñïîëüçîâàíèåì ÈÊÒ â óñëîâèÿõ äèñòàíöèîííîãî îáó÷åíèÿ.

ÎÁ Ó×ÅÁÍÎÉ ÏÐÎÃÐÀÌÌÅ ÏÎ ÄÈÑÖÈÏËÈÍÅ ¾ÌÅÒÎÄÛ
ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÎÉ ÔÈÇÈÊÈ¿ ÄËß ÑÏÅÖÈÀËÜÍÎÑÒÅÉ

ÔÀÊÓËÜÒÅÒÀ ÐÀÄÈÎÔÈÇÈÊÈ È ÊÎÌÏÜÞÒÅÐÍÛÕ
ÒÅÕÍÎËÎÃÈÉ ÁÅËÃÎÑÓÍÈÂÅÐÑÈÒÅÒÀ

Ë.Ë. Áåðåçêèíà, À.À. Åãîðîâ

Äèñöèïëèíà ¾Ìåòîäû ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè¿ òðàäèöèîííî ïðåïîäàåòñÿ íà ôà-
êóëüòåòå ðàäèîôèçèêè è êîìïüþòåðíûõ òåõíîëîãèé Áåëîðóññêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî
óíèâåðñèòåòà è ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäíåé â ïåðå÷íå îáùèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ äèñöèïëèí, ÷è-
òàåìûõ íà ôàêóëüòåòå. Â ñâÿçè ñ èçìåíåíèÿìè â ó÷åáíûõ ïëàíàõ â ñëåäóþùåì ó÷åáíîì
ãîäó ïëàíèðóåòñÿ ñóùåñòâåííîå óâåëè÷åíèå êîëè÷åñòâà ÷àñîâ, îòâîäèìûõ êàê íà ëåê-
öèè, òàê è íà ïðîâåäåíèå ïðàêòè÷åñêèõ çàíÿòèé. Ýòî äàåò âîçìîæíîñòü âêëþ÷èòü â
ïðîãðàììó äèñöèïëèíû íåêîòîðûå äîïîëíèòåëüíûå òåìû. Â ÷àñòíîñòè, â ðàáîòå [1]
áûëî óêàçàíî íà öåëåñîîáðàçíîñòü ðàññìîòðåíèÿ íà ïðàêòè÷åñêèõ çàíÿòèÿõ ðÿäà ìà-
òåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé, ñâÿçàííûõ ñ ÿâëåíèåì ðåçîíàíñà â çàäà÷àõ êîëåáàíèé ñòðóí
è ñòåðæíåé. Â ðàçâèòèè ýòîé èäåè â íàñòîÿùåì ñîîáùåíèè îáñóæäàåòñÿ âîçìîæíîñòü
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äîïîëíèòåëüíîãî âêëþ÷åíèÿ â ó÷åáíóþ ïðîãðàììó âîïðîñîâ, ñâÿçàííûõ ñ ïîñòðîåíè-
åì ïî ìåòîäó Ôóðüå íåêîòîðûõ ÷àñòíûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëüöà, èãðàþùåãî
âàæíóþ ðîëü â ðàäèîôèçè÷åñêèõ ïðèëîæåíèÿõ.

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó Äèðèõëå äëÿ óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëüöà â ñôåðè÷åñêèõ êîîðäè-
íàòàõ

∆u ≡ 1

r2

∂

∂r

(
r2 ∂u

∂r

)
+

1

r2 sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂u

∂θ

)
+

1

r2 sin2 θ

∂2u

∂ϕ2
+ k2u = 0, 0 6 r < a,

u(a, θ, ϕ) = f(θ, ϕ),

ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî ÷èñëî k íå ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì îäíîðîäíîé êðàåâîé
çàäà÷è

∆u + k2u = 0, 0 6 r < a, u(a, θ, ϕ) = 0.

Ðàçäåëÿÿ ïåðåìåííûå â äèôôåðåíöèàëüíîì óðàâíåíèè, ïðèõîäèì ê îãðàíè÷åííûì
2π -ïåðèîäè÷åñêèì ïî ϕ ÷àñòíûì ðåøåíèÿì

unm(r, θ, ϕ) =
1√
r
Jn+ 1

2
(kr)Y (m)

n (θ, ϕ), n = 0, 1, . . . , m = −n, n,

ãäå Y
(m)
n (θ, ϕ) = P

(m)
n (cos θ) cos mϕ, Y

(−m)
n (θ, ϕ) = P

(m)
n (cos θ) sin mϕ � ñôåðè÷åñêèå

ôóíêöèè, Jn+ 1
2
(x) � öèëèíäðè÷åñêèå ôóíêöèè Áåññåëÿ ïîëóöåëîãî ïîðÿäêà.

Ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è çàïèøåì â âèäå ðàçëîæåíèÿ ïî ýòèì ÷àñòíûì ðåøåíèÿì

u(r, θ, ϕ) =
∞∑

n=0

n∑
m=−n

Anm
1√
r

Jn+ 1
2
(kr)Y (m)

n (θ, ϕ),

Anm =

√
a

J
n+

1
2
(ka)

1∥∥Y
(m)
n

∥∥2

2π∫

0

dϕ

π∫

0

f(θ, ϕ)Y (m)
n (θ, ϕ) sin θ dθ,

∥∥Y (m)
n

∥∥2
=

2π

2n + 1

(
n + |m|)!(
n− |m|)! .

Ïóñòü òåïåðü äàíà âíóòðåííÿÿ êðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëüöà â öè-
ëèíäðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ

∂2u

∂r2
+

1

r

∂u

∂r
+

1

r2

∂2u

∂ϕ2
+ k2u = 0, 0 6 r < a,

u(a, ϕ) = f(ϕ),

ãäå ôóíêöèÿ u = u(r, ϕ) íå çàâèñèò îò ïåðåìåííîé z. Îãðàíè÷åííîå 2π -ïåðèîäè÷åñêîå
ïî ϕ ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è èìååò âèä

u(r, ϕ) =
A0

2
J0(kr) +

∞∑
n=1

(
An cos nϕ + Bn sin nϕ

)
Jn(kr),

ãäå êîýôôèöèåíòû An è Bn ðÿäà âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì

An =
1

πJn(ka)

π∫

−π

f(ϕ) cos nϕdϕ, n = 0, 1, . . . ,
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Bn =
1

πJn(ka)

π∫

−π

f(ϕ) sin nϕdϕ, n = 1, 2, . . . .

Àíàëîãè÷íî ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü êðàåâûå çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëüöà
â øàðîâîì ñëîå èëè êîëüöåâîé îáëàñòè è ïîñòðîèòü èõ ðåøåíèÿ â ñëó÷àå ãðàíè÷íûõ
óñëîâèé âòîðîãî è òðåòüåãî ðîäà.
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ÍÅÊÎÒÎÐÛÅ ÎÑÎÁÅÍÍÎÑÒÈ ÈÇËÎÆÅÍÈß
ÄÈÑÖÈÏËÈÍÛ ¾ÌÅÒÎÄÛ ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÎÉ ÔÈÇÈÊÈ¿

ÍÀ ÔÈÇÈ×ÅÑÊÎÌ ÔÀÊÓËÜÒÅÒÅ
ÁÅËÎÐÓÑÑÊÎÃÎ ÃÎÑÓÄÀÐÑÒÂÅÍÍÎÃÎ ÓÍÈÂÅÐÑÈÒÅÒÀ

À.Í. Äåðåâÿãî, Í.Ã. Àáðàøèíà-Æàäàåâà

Ìåòîäè÷åñêèå ïîäõîäû â ïðåïîäàâàíèè ìàòåìàòè÷åñêèõ äèñöèïëèí íà ôèçè÷å-
ñêîì ôàêóëüòåòå èìåþò ñâîþ ñïåöèôèêó, ïîñêîëüêó îðèåíòèðóåìû íà ïðèëîæåíèÿ
â íàó÷íî-òåõíè÷åñêèõ ñôåðàõ. Â ýòîé ñâÿçè îñîáàÿ ðîëü ïðèíàäëåæèò òàêèì äèñöè-
ïëèíàì êàê ¾Ìåòîäû ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè¿ è ¾Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå
ôèçè÷åñêèõ ïðîöåññîâ¿.

Îñíîâíàÿ îñîáåííîñòü êóðñà ¾Ìåòîäû ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè¿ � øèðîêîå èñïîëü-
çîâàíèå çàäà÷ êëàññè÷åñêîé ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè [1�5] è èññëåäîâàíèå ýòèõ çàäà÷
ñ ïîìîùüþ òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà è òåî-
ðèè ôóíêöèé è ïðèáëèæåííûõ ìåòîäîâ, âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè è îñíîâ òåîðèè
ïîëÿ [6�8]. Ïðè ýòîì íåìàëîâàæíî ââåäåíèå ïîíÿòèé îáîáùåííîé ôóíêöèè Äèðàêà è
îáîáùåííûõ ðåøåíèé êðàåâûõ çàäà÷, ÷òî ïîçâîëÿåò ÷àñòî ôîðìàëüíûì âû÷èñëåíèÿì
ïðèäàâàòü ñòðîãèé ìàòåìàòè÷åñêèé ñìûñë [5].

Â ñâîåì ñîîáùåíèè ìû òàêæå îòìå÷àåì íåêîòîðûå âàæíûå îñîáåííîñòè èçëîæåíèÿ
äëÿ ñòóäåíòîâ-ôèçèêîâ òåìû ðåøåíèÿ çàäà÷ Êîøè äëÿ óðàâíåíèé ãèïåðáîëè÷åñêîãî
òèïà. Òàê, ïðè èçó÷åíèè îñíîâíûõ ïîíÿòèé è óòâåðæäåíèé äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà, ìû îáðàùàåì îñîáîå âíèìàíèå ñòóäåíòîâ íå òîëüêî íà
óìåíèå ðàçëè÷àòü òèïû, íî è âàæíîñòü âûäåëÿòü êàíîíè÷åñêèå ïåðåìåííûå è õàðàê-
òåðèñòèêè èëè õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ïîâåðõíîñòè. Äëÿ êàæäîãî èç òèïîâ äèôôåðåíöè-
àëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ äëÿ âûÿñíåíèÿ õàðàêòåðà ðåøåíèÿ ó÷èì
èñïîëüçîâàòü ïëîñêîñòü ñîñòîÿíèÿ èëè ôàçîâóþ ïëîñêîñòü. Ïðè ýòîì èçëàãàåì ìå-
òîäèêó ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà õàðàêòåðèñòèê êàê ïåðåõîä ê êàíîíè÷åñêèì ïåðåìåííûì
â îñíîâíîì óðàâíåíèè è íàõîæäåíèå îáùåãî ðåøåíèÿ ÷åðåç äâå ïðîèçâîëüíûå ôóíê-
öèè u = f1(ξ) + f2(η), ãäå (ξ, η) � êàíîíè÷åñêèå ïåðåìåííûå, è, èñïîëüçóÿ íà÷àëüíûå
óñëîâèÿ, íàõîäèì àíàëèòè÷åñêèé âèä ýòèõ ôóíêöèé â èñõîäíûõ ïåðåìåííûõ. Ýòî ñòàí-
äàðòíûé ïðèåì [1�5], â êîòîðîì ìû íà êîíêðåòíûõ ïðèìåðàõ àêöåíòèðóåì ïîøàãîâîå
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âíèìàíèå íà õàðàêòåðèñòèêàõ è íà ôàçîâîé ïëîñêîñòè. Óêàçûâàåì, íàïðèìåð, âàæíûå
äëÿ ôèçèêîâ, çàìå÷àíèÿ.

1. Ïîâåðõíîñòü a2(t−t0)
2−|x−x0|2 = 0 íàçûâàåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì êîíóñîì ñ

âåðøèíîé â òî÷êå (x0, t0) . Ýòîò õàðàêòåðèñòè÷åñêèé êîíóñ ÿâëÿåòñÿ ãðàíèöåé êîíóñîâ

Γ+(x0, t0) =
[
a(t− t0) > |x− x0|

]
, Γ−(x0, t0) =

[
−a(t− t0) > |x− x0|

]
,

êîòîðûå íàçûâàþòñÿ êîíóñàìè áóäóùåãî è ïðîøëîãî ñ âåðøèíîé â òî÷êå (x0, t0) [5].
2. Âîëíîâîå óðàâíåíèå èìååò è äðóãîå ñåìåéñòâî õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ïîâåðõíî-

ñòåé, à èìåííî, ñåìåéñòâî êàñàòåëüíûõ ïëîñêîñòåé ê õàðàêòåðèñòè÷åñêèì êîíóñàì
at + (x, b) = c, ãäå b = (b1, . . . , bn) è bi, c � ëþáûå âåùåñòâåííûå ÷èñëà, ïðè÷åì
|b| = 1 [5].

3. Åñëè ðàññìàòðèâàåì óðàâíåíèå ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè, òî ìîæíî íå
ïðèâîäèòü óðàâíåíèå ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó, à èñêàòü ðåøåíèå â âèäå u = ω(x + λy),
ãäå λ � íåêîòîðîå ÷èñëî, ïîäëåæàùåå îïðåäåëåíèþ. Äëÿ ýòîãî â èñõîäíîå óðàâíåíèå
ïîäñòàâëÿåì

∂u

∂x
= ω′x,

∂u

∂y
= λω′y,

∂2u

∂x2
= ω′′xx,

∂2u

∂xy
= λω′′xy,

∂2u

∂y2
= λ2ω′′yy.

Çàìå÷àíèå 3 äåìîíñòðèðóåì íà ïðèìåðå, ïðè ýòîì âûäåëÿÿ ñëó÷àè, êîãäà à) λ1 è
λ2 ðàçëè÷íû è ïðèíàäëåæàò R, á) λ1 = λ2 ∈ R , òîãäà ðåøåíèå çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

u = ω(x + λ1y) + yω(x + λ1y).

Êðîìå òîãî, îòìå÷àåì ïðèãîäíîñòü ýòîãî ìåòîäà äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ âûøå âòîðîãî ïîðÿäêà. Òàê, íàïðèìåð, äëÿ óðàâíåíèÿ

∂4u

∂x4
+ 2

∂4u

∂x2∂y2
+

∂4u

∂y4
= 0

èìååì λ1 = λ2 = i, λ3 = λ4 = −i, è ðåøåíèå ïðèíèìàåò âèä
u1 = ω1(x + iy) + ω2(x− iy) + yω3(x + iy) + yω4(x− iy).

Âàæíûì äîïîëíåíèåì ïðè èçëîæåíèè óðàâíåíèé ïàðàáîëè÷åñêîãî òèïà ÿâëÿþò-
ñÿ ìîäåëè àíîìàëüíîé äèôôóçèè. Òàêèå ïðîöåññû âûçûâàþò èíòåðåñ â ñâÿçè ñ îá-
íàðóæåíèåì àíîìàëüíûõ ñâîéñòâ ó ðÿäà íàíîìàòåðèàëîâ è íàíîñèñòåì è äð. Ðàñ-
ñìàòðèâàåì ìàêðîñêîïè÷åñêèé ïîäõîä, êîòîðûé îñíîâàí íà èñïîëüçîâàíèè äðîáíî-
äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ, íàïðèìåð,

∂βu

∂tβ
= D(x)

∂αu

∂tα
+ f(x, t), 0 < β < 1, 1 < α < 2,

êîòîðîå ïîëó÷àåòñÿ èç êëàññè÷åñêîãî ïóòåì çàìåíû ïðîèçâîäíûõ íà äðîáíûå. Çäåñü,
êàê è â êëàññèêå, D(x), f(x, t) èìåþò òàêîé æå ôèçè÷åñêèé ñìûñë è ñòàâÿòñÿ îáû÷-
íûå íà÷àëüíûå è ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ. Äðîáíûå ïðîèçâîäíûå îïðåäåëÿþòñÿ ðàçëè÷íûì
îáðàçîì (Âåéëÿ, Ìàðøå è äð), íàïðèìåð,

∂αv

∂xα
=

1

Γ(n− α)

dn

dxn

x∫

L

v(ξ)dξ

(x− ξ)α+1−n
, n− 1 < α 6 n,
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ãäå L = 0 � ïðîèçâîäíàÿ Ðèìàíà-Ëèóâèëëÿ, L = ∞ � ïðîèçâîäíàÿ Ëèóâèëëÿ, Γ(p) �
Ãàììà-ôóíêöèÿ (ñì., íàïðèìåð, [9, 10]).
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ÈÑÏÎËÜÇÎÂÀÍÈÅ ÒÅÑÒÎÂÛÕ ÇÀÄÀÍÈÉ
ÏÐÈ ÏÐÎÂÅÄÅÍÈÈ ÝÊÇÀÌÅÍÀ

ÏÎ ÄÈÑÖÈÏËÈÍÅ ¾ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ¿
Ó ÑÒÓÄÅÍÒÎÂ-ÏÅÐÂÎÊÓÐÑÍÈÊÎÂ ÔÃÄÝ ÁÍÒÓ

Å.Ë. Åðîøåâñêàÿ
Îáúåêòèâíûå èçìåíåíèÿ â ñèñòåìå âûñøåãî îáðàçîâàíèÿ ïðèâîäÿò ê èçìåíåíèÿì

ïðîìåæóòî÷íûõ ôîðì è âèäîâ êîíòðîëÿ è îöåíêè çíàíèé, óìåíèé è íàâûêîâ ñòóäåíòîâ
â òåõíè÷åñêîì óíèâåðñèòåòå.

Îäíîé èç òàêèõ ôîðì êîíòðîëÿ ÿâëÿåòñÿ èñïîëüçîâàíèå òåñòîâ. Ïåðåõîä îò òðàäè-
öèîííûõ ìåòîäîâ ïðîâåäåíèÿ êîíòðîëÿ çíàíèé, óìåíèé è íàâûêîâ îñòàåòñÿ àêòóàëü-
íûì íà ñåãîäíÿøíèé äåíü.

Êóðñ ìàòåìàòèêè äëÿ ñòóäåíòîâ-ïåðâîêóðñíèêîâ íà ôàêóëüòåòå ãîðíîãî äåëà è
ýêîëîãèè ÁÍÒÓ ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç çíà÷èìûõ, êàê ïî îáúåìó ÷àñîâ, òàê è ïî èñïîëü-
çîâàíèþ ïðè èçó÷åíèè ñïåöèàëüíûõ äèñöèïëèí â ïîñëåäóþùåì îáó÷åíèè è ñîñòàâëÿåò
÷åòûðå ñåìåñòðà.

Ïîñëå îêîí÷àíèÿ èçó÷åíèÿ òåì ïåðâîãî ñåìåñòðà ó ñòóäåíòîâ, ñîãëàñíî ó÷åáíîìó
ïëàíó èçó÷åíèÿ äèñöèïëèíû, ïðîâîäèòñÿ ýêçàìåí. Â êà÷åñòâå ýêñïåðèìåíòà ýêçàìåí
íàìè áûë ïðîâåäåí ñ èñïîëüçîâàíèåì òåñòîâûõ çàäàíèé. Â ýêñïåðèìåíòå ó÷àñòâîâàëè
âñå ãðóïïû ïîòîêà. Êîëè÷åñòâî ñòóäåíòîâ ñîñòàâèëî 92 ÷åëîâåêà.

Òåñòîâûå çàäàíèÿ â êàæäîì èç âàðèàíòîâ ïðåäëàãàþòñÿ â êîëè÷åñòâå äåñÿòè, è ñî-
äåðæàò, êàê ïðàêòè÷åñêèå çàäà÷è, òàê è òåîðåòè÷åñêèå âîïðîñû. Êàæäîå çàäàíèå òåñòà
ñîäåðæèò ïî ïÿòü îòâåòîâ, èõ êîòîðûõ òîëüêî îäèí ÿâëÿåòñÿ ïðàâèëüíûì. Âàðèàíòû
çàäàíèé ðàñïå÷àòûâàþòñÿ äëÿ êàæäîãî ñòóäåíòà â áóìàæíîì âàðèàíòå.

Ñòóäåíòû âûïîëíÿþò òåñò, ïîñëå ÷åãî ââîäÿò ïîëó÷åííûå îòâåòû â ñîîòâåòñòâó-
þùóþ èõ âàðèàíòó Google-ôîðìó, èñïîëüçóÿ êîìïüþòåðû. Äàëåå êîìïüþòåðíàÿ ïðî-
ãðàììà ïðîèçâîäèò ïðîâåðêó ðåçóëüòàòîâ è âûäàåò êîëè÷åñòâî ïðàâèëüíî îòìå÷åííûõ
îòâåòîâ.
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Óêàçàííîå êîëè÷åñòâî ïðàâèëüíûõ îòâåòîâ íå ñîîòâåòñòâóåò îêîí÷àòåëüíîé ýêçà-
ìåíàöèîííîé îöåíêå, ïîòîìó ÷òî êàæäîå òåñòîâîå çàäàíèå èìååò ñâîé óðîâåíü ñëîæ-
íîñòè. Ïðè âûñòàâëåíèè èòîãîâîé îöåíêè äëÿ êàæäîãî ïðàâèëüíîãî îòâåòà ââîäèòñÿ
êîýôôèöèåíò, êîòîðûé ïîçâîëÿåò ëèáî óâåëè÷èòü êîëè÷åñòâåííûé ïîêàçàòåëü ðåçóëü-
òàòà, ëèáî åãî óìåíüøèòü.

Â ñëó÷àå, êîãäà ðåçóëüòàòû òåñòèðîâàíèÿ îêàçûâàþòñÿ îòðèöàòåëüíûìè, ìû ïðî-
âåðÿëè ðàáîòó ñòóäåíòîâ â ðó÷íîì ðåæèìå. Òàê ïîñòóïàëè ñ öåëüþ âûñòàâëåíèÿ îáú-
åêòèâíîé îöåíêè. Äëÿ ñòóäåíòîâ ýòî ïåðâûé ýêçàìåí ïî äèñöèïëèíå �Ìàòåìàòèêà�
è èç-çà âîëíåíèÿ è íåóâåðåííîñòè â ñåáå âîçìîæíû òåõíè÷åñêèå îøèáêè ïðè âûáîðå
îòâåòîâ.

Êàê ïîêàçàëà íåïîñðåäñòâåííàÿ ïðîâåðêà ðàáîò, â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ êîëè÷åñòâî
íåóäîâëåòâîðèòåëüíûõ ðåçóëüòàòîâ áûëî îøèáî÷íûì. Ñòóäåíòû â ïðîöåññå ââåäåíèÿ
îòâåòîâ äåëàëè îøèáêè è, êàê ðåçóëüòàò, ïîëó÷åííûå ïðàâèëüíûå îòâåòû íå áûëè
âíåñåíû. Â ðåçóëüòàòå êîìïüþòåðíîé è íåïîñðåäñòâåííîé ïðîâåðêè íåóäîâëåòâîðè-
òåëüíûå îöåíêè ñîñòàâèëè 11 ïðîöåíòîâ.

Â çàêëþ÷åíèè õî÷åòñÿ îòìåòèòü ïðåèìóùåñòâà è íåäîñòàòêè ïðîâåäåííîãî ýêñïå-
ðèìåíòà.

Íåñîìíåííûì ïðåèìóùåñòâîì ïðîâåäåíèÿ ýêçàìåíà â òåñòîâîé ôîðìå ÿâëÿåòñÿ åãî
êîìïàêòíîñòü. Âåñü ïðîöåññ çàíèìàåò íå áîëåå ÷àñà. Òàêæå íåñîìíåííûì ïðåèìóùå-
ñòâîì äàííîé ôîðìû ýêçàìåíà ÿâëÿåòñÿ îäíîòèïíîñòü çàäàíèé è, êàê ñëåäñòâèå, îäè-
íàêîâûå óñëîâèÿ ïðîâåðêè çíàíèé, óìåíèé è íàâûêîâ äëÿ âñåõ ñòóäåíòîâ ãðóïïû.

Ê íåäîñòàòêàì äàííîãî ñïîñîáà ïðîâåäåíèÿ ýêçàìåíà ìîæíî îòíåñòè: çàâèñèìîñòü
ïðîöåññà îò èñïîëüçîâàíèÿ ñåòè Internet; ñëó÷àéíîñòü âûáîðà îòâåòà, à èíîãäà, è íåâåð-
íîãî åãî âûáîðà èç ïðåäëîæåííûõ; äîñòàòî÷íî òðóäîåìêèé ïðîöåññ ñîñòàâëåíèÿ òåñòî-
âûõ çàäàíèé.

Òàêèì îáðàçîì, ìû ñ÷èòàåì, ÷òî òåñòîâûå çàäàíèÿ ìîãóò èñïîëüçîâàòüñÿ ïðè ïðî-
âåäåíèè ñåìåñòðîâîãî ýêçàìåíà.

Î ÏÎÑÎÁÈÈ ¾ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÎÅ È ÈÍÒÅÃÐÀËÜÍÎÅ
ÈÑ×ÈÑËÅÍÈÅ ÔÓÍÊÖÈÉ ÎÄÍÎÉ ÏÅÐÅÌÅÍÍÎÉ¿

Í.È. Èëüèíêîâà, È.È. Ðóøíîâà, Ò.À. ×åõìåíîê

Êàæäûé ïðåïîäàâàòåëü çàèíòåðåñîâàí â ðåçóëüòàòàõ ñâîåãî òðóäà, â òîì, íàñêîëüêî
óñïåøíî è ïðî÷íî óñâîåí ïðîéäåííûé ìàòåðèàë. Ýòî ñòèìóëèðóåò ïîèñê íîâûõ ìåòî-
äèê â ïðåïîäàâàíèè äèñöèïëèíû, ïðèâëå÷åíèå â ó÷åáíûé ïðîöåññ íîâåéøèõ òåõíîëî-
ãèé. Ïîýòîìó îñîáåííî âàæåí îáìåí îïûòîì ìåæäó ïðåïîäàâàòåëÿìè ðàçíûõ ó÷åá-
íûõ çàâåäåíèé, òàê êàê ñêîëüêî ïðåïîäàâàòåëåé, ñòîëüêî è îòâåòîâ íà âîïðîñ �êàê
ó÷èòü? �. Îñîáûé èíòåðåñ èìåþò ìàòåðèàëû êîíôåðåíöèé, â êîòîðûõ ïðåäñòàâëåíû
óæå óñïåøíî àïðîáèðîâàííûå â ó÷åáíîì ïðîöåññå íîâøåñòâà ñ ó÷åòîì êîíêðåòíîãî
âóçà, ñïåöèàëüíîñòè, äèñöèïëèíû.

Îñíîâíûì èñòî÷íèêîì ïîëó÷åíèÿ çíàíèé ñòóäåíòàìè, êîíå÷íî æå, ÿâëÿþòñÿ ëåê-
öèè è ïðàêòè÷åñêèå çàíÿòèÿ. Óñïåøíî æå çàíèìàòüñÿ ïî èíäèâèäóàëüíûì ïëàíàì â
ñîâðåìåííûõ óñëîâèÿõ ìîãóò î÷åíü íåìíîãèå ñòóäåíòû. Âîò ïî÷åìó îñîáåííî öåííû-
ìè ÿâëÿþòñÿ ëþáûå ìåòîäè÷åñêèå íàõîäêè, êîòîðûå ñïîñîáíû àêòèâèçèðîâàòü ðàáîòó
ó÷àùèõñÿ â òå÷åíèå ñåìåñòðà.

Ñîòðóäíèêàìè êàôåäðû âûñøåé ìàòåìàòèêè è ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè ôèçè÷å-
ñêîãî ôàêóëüòåòà Áåëîðóññêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà â öåëÿõ ïîâûøåíèÿ
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ýôôåêòèâíîñòè îáó÷åíèÿ íà ôàêóëüòåòå ðàäèîôèçèêè è êîìïüþòåðíûõ òåõíîëîãèé
âíåäðåí â ó÷åáíûé ïðîöåññ ýëåêòðîííûé ó÷åáíî-ìåòîäè÷åñêèé êîìïëåêñ ïî äèñöè-
ïëèíå �Ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç� [1]. Êðîìå òîãî, ïîïûòêè óñîâåðøåíñòâîâàòü ó÷åáíûé
ïðîöåññ, ñòèìóëèðîâàòü ñàìîñòîÿòåëüíóþ ðàáîòó ñòóäåíòîâ áûëè ðåàëèçîâàíû â ó÷åá-
íîì ïîñîáèè �Äèôôåðåíöèàëüíîå è èíòåãðàëüíîå èñ÷èñëåíèå ôóíêöèè îäíîé ïåðåìåí-
íîé�. Ïîñîáèå íàïèñàíî íà îñíîâå ïîëíîãî êóðñà ëåêöèé ïî ìàòåìàòè÷åñêîìó àíàëèçó,
÷èòàåìîìó àâòîðàìè â ïåðâîì ñåìåñòðå íà ôàêóëüòåòå ðàäèîôèçèêè è êîìïüþòåðíûõ
òåõíîëîãèé [2, 3]. Â íåì ïðåäñòàâëåíû ôóíäàìåíòàëüíûå ïîíÿòèÿ òåîðèè ïðåäåëîâ,
äèôôåðåíöèðîâàíèÿ è èíòåãðèðîâàíèÿ ôóíêöèé îäíîé ïåðåìåííîé, ïîñòèæåíèå êî-
òîðûõ îáåñïå÷èò ïîëó÷åíèå íàâûêîâ, èñïîëüçóåìûõ ïðè èçó÷åíèè ñìåæíûõ ìàòåìà-
òè÷åñêèõ è ôèçè÷åñêèõ êóðñîâ ïðè ðåøåíèè ïðèêëàäíûõ è èññëåäîâàòåëüñêèõ çàäà÷.
Ïîñîáèå ñîñòîèò èç ñåìè ãëàâ: ¾Ââåäåíèå¿, ¾×èñëîâûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè¿, ¾Ïðåäåë
ôóíêöèè. Íåïðåðûâíîñòü¿, ¾Äèôôåðåíöèàëüíîå èñ÷èñëåíèå¿, ¾Èíòåãðàëüíîå èñ÷èñ-
ëåíèå¿, ¾Íåñîáñòâåííûå èíòåãðàëû¿ è ¾Ôîðìóëà Òåéëîðà. Èññëåäîâàíèå ôóíêöèé¿.
Ñëåäóåò ïîä÷åðêíóòü, ÷òî, ïðåæäå âñåãî, â ïîñîáèè ñäåëàí óïîð íà èçëîæåíèå òåîðåòè-
÷åñêîãî ìàòåðèàëà. Òàêæå îíî ñîäåðæèò äîñòàòî÷íîå êîëè÷åñòâî ïðèìåðîâ è ïîäðîáíî
ðàçîáðàííûõ çàäà÷, êîòîðûå ïðåäíàçíà÷åíû äëÿ ðàçúÿñíåíèÿ òîãî èëè èíîãî ìîìåíòà,
èëè æå èëëþñòðèðóþò ñòàíäàðòíûé ìåòîä ðåøåíèÿ. Â êîíöå êàæäîé ãëàâû ïðèâîäÿò-
ñÿ çàäàíèÿ äëÿ ñàìîêîíòðîëÿ â öåëÿõ çàêðåïëåíèÿ èçó÷åííîãî ìàòåðèàëà, ïðîâåðêè
ñòåïåíè óñâîåíèÿ îñíîâíûõ ïîíÿòèé ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà. Êðîìå òîãî, ïðèâîäÿò-
ñÿ ïðîâåðî÷íûå òåñòû (ñ âåðíûìè îòâåòàìè â êîíöå ïîñîáèÿ) ïî âñåì èçëîæåííûì
òåìàì.

Äàííîå ó÷åáíîå ïîñîáèå âûéäåò â ïåðâîé ïîëîâèíå òåêóùåãî ãîäà è, â ïåðâóþ î÷å-
ðåäü, ïðåäíàçíà÷åíî äëÿ ñòóäåíòîâ ôàêóëüòåòà ðàäèîôèçèêè è êîìïüþòåðíûõ òåõ-
íîëîãèé Áåëîðóññêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà è èìååò öåëüþ ïîâûøåíèå êà-
÷åñòâà óñâîåíèÿ ìàòåðèàëà ïî ìàòåìàòè÷åñêîìó àíàëèçó, à òàêæå ðàçâèòèå ñàìîñòî-
ÿòåëüíîñòè è èññëåäîâàòåëüñêîé àêòèâíîñòè ó ñòóäåíòîâ. Êðîìå òîãî, ïîñîáèå áóäåò
ïîëåçíî ñòóäåíòàì âûñøèõ ó÷åáíûõ çàâåäåíèé, îáó÷àþùèõñÿ ïî íàïðàâëåíèÿì è ñïå-
öèàëüíîñòÿì â îáëàñòè ôèçèêè, òåõíèêè è êîìïüþòåðíûõ òåõíîëîãèé, â òîì ÷èñëå äëÿ
ñòóäåíòîâ ñïåöèàëüíîñòåé, òðåáóþùèõ õîðîøåé ìàòåìàòè÷åñêîé ïîäãîòîâêè, à òàêæå
ïðåïîäàâàòåëÿì âûñøèõ ó÷åáíûõ çàâåäåíèé.

Ëèòåðàòóðà
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ÐÎËÜ ÑÊÂÎÇÍÛÕ ÇÀÄÀ× Â ÎÁÓ×ÅÍÈÈ ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÅ
ÑÒÓÄÅÍÒÎÂ ÍÅÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÈÕ ÑÏÅÖÈÀËÜÍÎÑÒÅÉ

À.Â. Êàïóñòî
Ñîâðåìåííîå ðàçâèòèå èíôîðìàöèîííî-êîììóíèêàöèîííûõ òåõíîëîãèé (ÈÊÒ) ïîç-

âîëèëî çíà÷èòåëüíî ðàçíîîáðàçèòü ôîðìû è ðàñøèðèòü âîçìîæíîñòè ìåòîäîâ îáó÷å-
íèÿ ìàòåìàòè÷åñêèì äèñöèïëèíàì ñòóäåíòîâ òåõíè÷åñêîãî è ýêîíîìè÷åñêîãî ïðîôè-
ëåé. Âìåñòå ñ òåì âîïðîñû ñîäåðæàíèÿ è ñòðóêòóðèðîâàíèÿ ÷èòàåìûõ êóðñîâ, ïîñòðî-
åíèÿ ëîãèêè èçëîæåíèÿ è ñâÿçíîñòè ìàòåðèàëà íå òåðÿþò ñâîåé àêòóàëüíîñòè. Ïðè
íåäîñòàòî÷íîé ïðîäóìàííîñòè ñîäåðæàíèÿ, ñëàáûõ âíóòðèïðåäìåòíûõ è ìåæïðåäìåò-
íûõ ñâÿçÿõ, ÈÊÒ íå ñìîãóò îáåñïå÷èòü óðîâåíü çíàíèé, ñîîòâåòñòâóþùèé êîìïåòåí-
öèÿì, ïðåäúÿâëÿåìûì ê ñòóäåíòàì ïîñëå èçó÷åíèÿ äèñöèïëèí [1].

Îäíèì èç ìåòîäîâ, ïîçâîëÿþùèõ ñîçäàòü öåëîñòíîñòü â ïðåäñòàâëåíèè ìàòåðèà-
ëà êàæäîé èç ìàòåìàòè÷åñêèõ äèñöèïëèí âóçîâñêîãî îáðàçîâàíèÿ, âûñòóïàåò ìåòîä
ñêâîçíûõ çàäà÷, êîòîðûé âïåðâûå áûë ïðåäñòàâëåí â ðàáîòå Í.ß. Âèëåíêèíà åùå â
êîíöå 80 -õ ãîäîâ ïðîøëîãî âåêà [2]. Äàííûé ìåòîä ïîçâîëÿåò ñôîðìèðîâàòü ¾âåðòè-
êàëüíûå¿ è ¾ãîðèçîíòàëüíûå¿ ñêâîçíûå ëèíèè, êîòîðûå ñîçäàþò öåëîñòíóþ êàðòèíó
êàê èçó÷àåìîãî ó÷åáíîãî êóðñà, òàê è åãî ñâÿçè ñ äðóãèìè ó÷åáíûìè ïðåäìåòàìè.

Îñòàíîâèìñÿ íà ïðèìåðå ñêâîçíîé çàäà÷è, êîòîðóþ ìîæíî èñïîëüçîâàòü íà ÷åòû-
ðåõ-ïÿòè ïðàêòè÷åñêèõ çàíÿòèÿõ ïî ðàçäåëó ìàòåìàòè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ äëÿ
ýêîíîìè÷åñêèõ ñïåöèàëüíîñòåé.

Îáùàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Íåáîëüøîå øâåéíîå àòåëüå, ïîìèìî èíäèâèäóàëüíûõ
çàêàçîâ, ìîæåò òàêæå çàêëþ÷èòü äîãîâîð íà ïîøèâ ñïåöîäåæäû äâóõ òèïîâ T1 è T2.
Ïðèáûëü îò ïîøèâà åäèíèöû ñïåöîäåæäû òèïà T1 ñîñòàâèò 10 äåí.åä., T2 �
12 äåí.åä. Ðàñõîä òêàíè ñîñòàâèò, ñîîòâåòñòâåííî, 3 ì.ï. è 4 ì.ï., ïðè èìåþùåìñÿ
çàïàñå â 75 ì.ï.; òðåáóåìîå êîëè÷åñòâî ðàáî÷åé ñèëû � 10 è 8 ÷/÷àñîâ ïðè ñâîáîäíîì
ðåñóðñå 200 ÷/÷àñîâ; êîëè÷åñòâî åäèíèö ñïåöîäåæäû òèïà T2 íå äîëæíî ïðåâûøàòü
16 åäèíèö.

Òðåáóåòñÿ:
1) ñîñòàâèòü ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü çàäà÷è;
2) ðåøèòü ÇËÏ (çàäà÷ó ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ), ïðåäñòàâëÿþùóþ ìîäåëü

òåêñòîâîé çàäà÷è, ãðàôè÷åñêèì ìåòîäîì è îöåíèòü ïîëó÷åííûé ïëàí êàê âîçìîæíûé
âàðèàíò äëÿ çàêëþ÷åíèÿ äîãîâîðà;

3) ðåøèòü ÇËÏ ñèìïëåêñíûì ìåòîäîì;
4) äëÿ ïðÿìîé ÇËÏ ïîñòðîèòü äâîéñòâåííóþ çàäà÷ó è ïîëó÷èòü åå ðåøåíèå ñ èñ-

ïîëüçîâàíèåì ñîîòâåòñòâèÿ ìåæäó ïåðåìåííûìè ïàðû äâîéñòâåííûõ çàäà÷;
5) ïîëó÷èòü öåëî÷èñëåííîå ðåøåíèå ïðÿìîé ÇËÏ.
Â ðåçóëüòàòå ïîñëåäîâàòåëüíîãî âûïîëíåíèÿ çàäàíèé ïðè ðåøåíèè äàííîé çàäà÷è

ñòóäåíòû: ïîñòðîÿò ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü çàäà÷è â ôîðìå ÇËÏ; ïîëó÷àò ðåøåíèå
ãðàôè÷åñêèì ìåòîäîì, êîòîðîå íå áóäåò óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèþ öåëî÷èñëåííîñòè è,
ñëåäîâàòåëüíî, íå ìîæåò ñòàòü îïòèìàëüíûì âàðèàíòîì äëÿ çàêëþ÷åíèÿ äîãîâîðà;
îòðàáîòàþò ðåøåíèå ÇËÏ â ñèììåòðè÷íîé ôîðìå ñèìïëåêñíûì ìåòîäîì; ïîñòðîÿò
äâîéñòâåííóþ çàäà÷ó è, èñïîëüçóÿ ðåøåíèå ïðÿìîé ÇËÏ, ïîëó÷àò åå ðåøåíèå, à òàêæå
ñìîãóò ïîÿñíèòü ýêîíîìè÷åñêèé ñìûñë; ïîëó÷àò ðåøåíèå ÇËÏ ñ ó÷åòîì öåëî÷èñëåí-
íîñòè, êîòîðîå è îïðåäåëèò îïòèìàëüíûé ïëàí èñõîäíîé çàäà÷è. Èç èçó÷åííîãî ðàíåå
êóðñà "Âûñøåé ìàòåìàòèêè" ñòóäåíòàì ïîòðåáóåòñÿ âñïîìíèòü ýëåìåíòû àíàëèòè-
÷åñêîé ãåîìåòðèè (ïîñòðîåíèå ïðÿìîé è âåêòîðà íà ïëîñêîñòè), ôèçè÷åñêèé ñìûñë
ãðàäèåíòà è ïðàâèëà âû÷èñëåíèÿ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ (ôóíêöèè íåñêîëüêèõ ïåðå-
ìåííûõ), òðàíñïîíèðîâàíèå ìàòðèö (ìàòðè÷íûé àíàëèç).



Ìåòîäèêà ïðåïîäàâàíèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ äèñöèïëèí â âûñøåé øêîëå 121

Òàêèì îáðàçîì, ñêâîçíûå çàäà÷è ïîçâîëÿþò, ñ îäíîé ñòîðîíû, ïðîèëëþñòðèðîâàòü
"õðîíîëîãèþ" ïðîäâèæåíèÿ ïî èçó÷àåìîìó êóðñó, ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðîäåìîíñòðè-
ðîâàòü ñâÿçü ñ ðàíåå èçó÷åííûìè äèñöèïëèíàìè.
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ÁÅËÎÐÓÑÑÊÎÃÎ ÃÎÑÓÄÀÐÑÒÂÅÍÍÎÃÎ ÓÍÈÂÅÐÑÈÒÅÒÀ

Î.À. Êàñòðèöà, Ñ.À. Ìàçàíèê

Ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç âñåãäà áûë âàæíåéøåé ñîñòàâëÿþùåé ìàòåìàòè÷åñêîãî
ôóíäàìåíòà ïðè ïîäãîòîâêå ñïåöèàëèñòîâ íà ôàêóëüòåòå ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè è
èíôîðìàòèêè ÁÃÓ. Â ïåðâûå ãîäû ðàáîòû ôàêóëüòåòà äèñöèïëèíà "Ìàòåìàòè÷åñêèé
àíàëèç" ïðåïîäàâàëàñü â òå÷åíèå ÷åòûðåõ ó÷åáíûõ ñåìåñòðîâ (136 àóäèòîðíûõ ÷àñîâ â
êàæäîì ñåìåñòðå). Ôóíêöèè êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî èçó÷àëèñü êàê îòäåëüíàÿ ó÷åá-
íàÿ äèñöèïëèíà. Â ïîñëåäóþùèå ãîäû íàìåòèëàñü òåíäåíöèÿ ñîêðàùåíèÿ êîëè÷åñòâà
ó÷åáíûõ ÷àñîâ íà ïðåïîäàâàíèå ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà íà ÔÏÌÈ ÁÃÓ. Ñàìîå áîëü-
øîå ñîêðàùåíèå ïðîèçîøëî â ìîìåíò ïåðåõîäà íà ÷åòûðåõëåòíèé öèêë îáó÷åíèÿ. Òàê
ïî ñïåöèàëüíîñòè "Èíôîðìàòèêà" âìåñòî 544 ó÷åáíûõ ÷àñîâ íà ïðåïîäàâàíèå ìàòåìà-
òè÷åñêîãî àíàëèçà îñòàëîñü 408 ó÷åáíûõ ÷àñîâ. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ â ó÷åáíûõ ïëàíàõ
ñïåöèàëüíîñòåé ÔÏÌÈ ó÷åáíàÿ äèñöèïëèíà "Ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç" îòñóòñòâóåò
âîîáùå (çà èñêëþ÷åíèåì ñïåöèàëüíîñòè "Ïðèêëàäíàÿ èíôîðìàòèêà", ãäå ýòîé ó÷åá-
íîé äèñöèïëèíå îòâåäåíî 204 àóäèòîðíûõ ÷àñà â ðàìêàõ ìîäóëÿ "Âûñøàÿ ìàòåìàòè-
êà" ). Äëÿ îñòàëüíûõ ñïåöèàëüíîñòåé ðàçäåëû ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà ïðåïîäàþò-
ñÿ â ðàìêàõ ìîäóëÿ "Ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç" (äëÿ ñïåöèàëüíîñòåé "Èíôîðìàòèêà"
è "Ïðèêëàäíàÿ ìàòåìàòèêà" ) è ìîäóëÿ "Âûñøàÿ ìàòåìàòèêà" (äëÿ ñïåöèàëüíîñòåé
"Àêòóàðíàÿ ìàòåìàòèêà", "Ýêîíîìè÷åñêàÿ êèáåðíåòèêà" è "Êîìïüþòåðíàÿ áåçîïàñ-
íîñòü" ) êàê ñàìîñòîÿòåëüíûå ó÷åáíûå äèñöèïëèíû: "Äèôôåðåíöèàëüíîå è èíòåãðàëü-
íîå èñ÷èñëåíèå" (272 àóäèòîðíûõ ÷àñà äëÿ âñåõ ñïåöèàëüíîñòåé), "Ôóíêöèîíàëüíûå
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè è ðÿäû" (72 àóäèòîðíûõ ÷àñà äëÿ ñïåöèàëüíîñòè "Ïðèêëàäíàÿ
ìàòåìàòèêà"), "Ôóíêöèîíàëüíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè è ðÿäû, íåñîáñòâåííûé èíòå-
ãðàë" (72 àóäèòîðíûõ ÷àñà äëÿ ñïåöèàëüíîñòåé "Èíôîðìàòèêà", "Àêòóàðíàÿ ìàòå-
ìàòèêà", "Ýêîíîìè÷åñêàÿ êèáåðíåòèêà" è "Êîìïüþòåðíàÿ áåçîïàñíîñòü" ), "Íåñîá-
ñòâåííûå èíòåãðàëû" (64 àóäèòîðíûõ ÷àñà äëÿ ñïåöèàëüíîñòè "Ïðèêëàäíàÿ ìàòåìà-
òèêà" ), "Òåîðèÿ ôóíêöèé êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî" (64 àóäèòîðíûõ ÷àñà äëÿ ñïåöè-
àëüíîñòè "Ïðèêëàäíàÿ ìàòåìàòèêà" ), "Ðÿäû è ôóíêöèè êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî"
(64 àóäèòîðíûõ ÷àñà äëÿ ñïåöèàëüíîñòåé "Èíôîðìàòèêà", "Àêòóàðíàÿ ìàòåìàòèêà",
"Ýêîíîìè÷åñêàÿ êèáåðíåòèêà" è "Êîìïüþòåðíàÿ áåçîïàñíîñòü" ). Öåëåñîîáðàçíîñòü
ïîäîáíîãî äðîáëåíèÿ êóðñà ñîìíèòåëüíà.

Òàêèå èçìåíåíèÿ â ó÷åáíûõ ïëàíàõ àâòîìàòè÷åñêè ïðèâåëè ê íåîáõîäèìîñòè ðàç-
ðàáîòêè íîâûõ ó÷åáíûõ ïðîãðàìì è ñîçäàíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî ìåòîäè÷åñêîãî îáåñ-
ïå÷åíèÿ ó÷åáíîãî ïðîöåññà. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ íà êàôåäðå âûñøåé ìàòåìàòèêè ÁÃÓ



122 ¾ÅÐÓÃÈÍÑÊÈÅ ×ÒÅÍÈß�2022¿

ïîäãîòîâëåíû íîâûå ó÷åáíûå ïðîãðàììû ïî ó÷åáíîé äèñöèïëèíå "Äèôôåðåíöèàëüíîå
è èíòåãðàëüíîå èñ÷èñëåíèå" äëÿ âñåõ ñïåöèàëüíîñòåé. Êðîìå òîãî ïîäãîòîâëåí ðÿä
ìåòîäè÷åñêèõ ðàçðàáîòîê ïî îòäåëüíûì ðàçäåëàì êóðñîâ, â ÷àñòíîñòè, ýëåêòðîííûå
èçäàíèÿ [1�3] è ýëåêòðîííûé ó÷åáíî-ìåòîäè÷åñêèé êîìïëåêñ [4] äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ
ñòóäåíòàìè â ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáîòå, ðîëü êîòîðîé íåñîìíåííî âîçðàñòàåò â íàñòîÿ-
ùåå âðåìÿ èç-çà óìåíüøåíèÿ àóäèòîðíûõ ÷àñîâ íà èçó÷åíèå ïðåäìåòà.
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ÏÐÈÊËÀÄÍÎÉ ÀÑÏÅÊÒ ÏÐÈ ÏÐÅÏÎÄÀÂÀÍÈÈ ÊÓÐÑÀ
¾ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÛÅ ÓÐÀÂÍÅÍÈß

Ñ ×ÀÑÒÍÛÌÈ ÏÐÎÈÇÂÎÄÍÛÌÈ¿

È.Ñ. Êîçëîâñêàÿ

Èñòîðè÷åñêè ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè, â îñíîâå êîòîðûõ ëåæàò äèôôåðåíöèàëüíûå
óðàâíåíèÿ c ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè, áûëè ðàçðàáîòàíû äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷, îïèñûâà-
þùèõ ôèçè÷åñêèå ïðîöåññû ïðåæäå âñåãî â ãèäðîäèíàìèêå, àýðîìåõàíèêå è ýëåêòðî-
äèíàìèêå. Ïîýòîìó â ðàçíîîáðàçíûõ ïðèëîæåíèÿõ, ãäå íàõîäÿò øèðîêîå ïðèìåíåíèå
ìåòîäû óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè, îíè ïîëó÷èëè íàçâàíèå ìåòîäû ìàòåìà-
òè÷åñêîé ôèçèêè. Ñåé÷àñ òàêèå óðàâíåíèÿ ìîäåëèðóþò ïðîöåññû ðàçëè÷íîé ïðèðîäû:
ôèçè÷åñêèå, õèìè÷åñêèå, áèîëîãè÷åñêèå, ýêîëîãè÷åñêèå, ýêîíîìè÷åñêèå è äð. Ýòè ìå-
òîäû ïðèìåíÿþòñÿ è äëÿ ðåøåíèÿ ðàçëè÷íûõ êëàññîâ èíæåíåðíûõ çàäà÷. Äàííûé ðàç-
äåë ìàòåìàòèêè îòëè÷àåòñÿ ÷ðåçâû÷àéíîé èíôîðìàöèîííîé åìêîñòüþ, ÷òî îáóñëîâ-
ëåíî òåì, ÷òî â åãî îñíîâå ëåæàò ôóíäàìåíòàëüíûå çàêîíû ñîõðàíåíèÿ, ñâÿçàííûå ñ
ñèììåòðèåé ïðîñòðàíñòâà è âðåìåíè. Èìåííî áëàãîäàðÿ ýòîìó, òàêèå íà ïåðâûé âçãëÿä
ïðèíöèïèàëüíî ðàçëè÷íûå ïðîöåññû, êàê ðàñïðîñòðàíåíèå òåïëà â ñïëîøíîé ñðåäå,
äèôôóçèÿ õèìè÷åñêèõ êîìïîíåíò, ïðîíèêíîâåíèå ìàãíèòíîãî ïîëÿ â õîðîøî ïðîâî-
äÿùèé ìàòåðèàë è ðàñïðîñòðàíåíèå âîëí ýïèäåìèé, îïèñûâàþòñÿ îäèíàêîâûìè ïî
ôîðìå óðàâíåíèÿìè. Â òî æå âðåìÿ ïðè ðåøåíèè óðàâíåíèé ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè
èñïîëüçóþòñÿ ìåòîäû, ðàçðàáîòàííûå â ñàìûõ ðàçëè÷íûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ äèñöèïëè-
íàõ, òàêèõ, êàê ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç, òåîðèÿ ôóíêöèé êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî,
âàðèàöèîííîå èñ÷èñëåíèå, ÷èñëåííûå ìåòîäû è ò.ä. Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ñ
÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè îáðàçóþò ðàçäåë ìàòåìàòèêè, êîòîðûé òåñíåéøèì îáðàçîì
ñâÿçûâàåò îáùóþ ìàòåìàòè÷åñêóþ òåîðèþ ñ ïðèëîæåíèÿìè � íàïðèìåð, ê ìàòåìàòè-
÷åñêîé ôèçèêå, âàðèàöèîííîìó èñ÷èñëåíèþ, äèôôåðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè, ìåõàíèêå,
àñòðîíîìèè. Ñåãîäíÿ äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ íàõîäÿò ñâîå ïðèìåíåíèå è â òà-
êèõ îáëàñòÿõ ÷åëîâå÷åñêîé äåÿòåëüíîñòè, êîòîðûå, íà ïåðâûé âçãëÿä, âåñüìà äàëåêè
îò ìàòåìàòèêè � íàïðèìåð, â ìåäèöèíå, êðèìèíàëèñòèêå, ñîöèîëîãèè, ãåíåòèêå.
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Ïîýòîìó ïðè ÷òåíèè ëåêöèé ïî êóðñó ¾Óðàâíåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè¿ è
¾Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè¿ â êà÷åñòâå ìàòåðèàëà,
èëëþñòðèðóþùåãî âîçìîæíîñòè ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ â ðàçëè÷íûõ ñèòó-
àöèÿõ, àêòèâíî èñïîëüçóþòñÿ ïðèìåðû èç ïðàêòèêè îáðàáîòêè äàííûõ â ïðîöåññå
èññëåäîâàíèé â ïðåäìåòíîé îáëàñòè. Îñíîâíàÿ çàäà÷à ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû íàó÷èòü
ñòóäåíòà óìåíèþ ïðèìåíÿòü íà ïðàêòèêå ìåòîäû ðåøåíèÿ çàäà÷, âîçíèêàþùèõ â ïðè-
êëàäíûõ âîïðîñàõ, ñâÿçàííûõ ñ ìàòåìàòè÷åñêèìè ìîäóëÿìè, êîòîðûå îïèñûâàþòñÿ
äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè.

Çàäà÷à, ðåøàåìàÿ ñ ïîìîùüþ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ, ìîæåò áûòü êðàòêî
ñôîðìóëèðîâàíà êàê çàäà÷à íàõîæäåíèÿ ïîâåäåíèÿ îáúåêòà èññëåäîâàíèÿ â ïðîøëîì
èëè ïðåäñêàçàíèÿ åãî ïîâåäåíèÿ â áóäóùåì, çíàÿ åãî ïîëîæåíèå â íàñòîÿùèé ìîìåíò.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, áîëüøîå âíèìàíèå óäåëÿåòñÿ è ðåøåíèþ òàêîé ïðîáëåìû, êàê
ïîìîùü ñîâðåìåííûõ ñðåäñòâ êîìïüþòåðíîé ìàòåìàòèêè â áîëåå ãëóáîêîì ïîíèìà-
íèè ñòóäåíòàìè èçó÷àåìûõ èìè êëàññè÷åñêèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ òåì. Íàïðèìåð, êóðñ
¾Óðàâíåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè¿, èìåþùèé äåëî ñ ïîñòàíîâêîé, èññëåäîâàíèåì
è ðåøåíèåì êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè ýôôåêòèâíî äî-
ïîëíåí ëàáîðàòîðíûìè çàíÿòèÿìè ñ èñïîëüçîâàíèåì Wolfram Mathematica, ÷òî ïîç-
âîëÿåò:

âî-ïåðâûõ, ñòóäåíòàì îçíàêîìèòüñÿ ñ ãðàôè÷åñêèìè âîçìîæíîñòÿìè ïàêåòà Mathe-
matica, ïîçâîëÿþùèìè âèçóàëèçèðîâàòü âåêòîðíûå è ñêàëÿðíûå ïîëÿ;

âî-âòîðûõ, ñ ïîìîùüþ Wolfram Mathematica ýôôåêòèâíî ïðîèëëþñòðèðîâàòü ðå-
øåíèå îäíîìåðíûõ óðàâíåíèé è ñèñòåì óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ;

â-òðåòüèõ, èìåþùèéñÿ â ïàêåòå Wolfram Mathematica ñïåöèàëèçèðîâàííûé èíñòðó-
ìåíòàðèé ïîçâîëÿåò ðåøàòü äâóìåðíûå çàäà÷è ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè â ðåæèìå ãðà-
ôè÷åñêîãî èíòåðôåéñà.

Èíñòðóìåíòàðèé âêëþ÷àåò â ñåáÿ ãîòîâûå ñðåäñòâà ðåøåíèÿ çàäà÷ äèôôóçèè, òåï-
ëîïðîâîäíîñòè, ýëåêòðîñòàòèêè, ñòðîèòåëüíîé ìåõàíèêè è äðóãèõ îáëàñòåé ìàòåìà-
òè÷åñêîé ôèçèêè. Íà ëàáîðàòîðíûõ ðàáîòàõ ïî êóðñó ¾Óðàâíåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé
ôèçèêè¿ ïàêåò Wolfram Mathematica, â ÷àñòíîñòè, èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíå-
íèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè ìåòîäîì õàðàêòåðèñòèê è àíèìàöèè ïîëó÷åííîãî ðå-
øåíèÿ ñ ïîìîùüþ ôóíêöèé Plot è Manipulate ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ;
äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ Êîøè è Ãóðñà äëÿ óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè âòîðîãî
ïîðÿäêà è âèçóàëèçàöèè ðåøåíèÿ ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè Plot3D; äëÿ âèçóàëèçàöèè ïðî-
öåññà ðàñïðîñòðàíåíèÿ òåïëà â ñòåðæíå â çàâèñèìîñòè îò ðàçëè÷íûõ âíåøíèõ óñëîâèé;
äëÿ ïîñòðîåíèÿ ýêâèïîòåíöàëüíûõ ïîâåðõíîñòåé ýëåêòðîìàãíèòíûõ ïîëåé.

Èñïîëüçîâàíèå óêàçàííîãî ïàêåòà ïîâûøàåò çíà÷èìîñòü êóðñà óðàâíåíèé ìàòåìà-
òè÷åñêîé ôèçèêè êàê èíñòðóìåíòà ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ è äåìîíñòðèðóåò
ñîâðåìåííûå ïðèíöèïû â ïðîãðàììèðîâàíèè ñëîæíûõ íàó÷íî-òåõíè÷åñêèõ çàäà÷.

ÎÁ ÎÑÎÁÅÍÍÎÑÒßÕ ÏÐÅÏÎÄÀÂÀÍÈß
ÄÈÑÖÈÏËÈÍÛ ¾ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÛÅ ÓÐÀÂÍÅÍÈß¿

ÍÀ ÔÈÇÈ×ÅÑÊÎÌ ÔÀÊÓËÜÒÅÒÅ
ÁÅËÎÐÓÑÑÊÎÃÎ ÃÎÑÓÄÀÐÑÒÂÅÍÍÎÃÎ ÓÍÈÂÅÐÑÈÒÅÒÀ

Î.À. Êîíîíîâà, È.È. Ðóøíîâà, Î.Ñ. Êàáàíîâà

Äèñöèïëèíà "Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ" ÿâëÿåòñÿ áàçîâîé â ñòðóêòóðå îáðà-
çîâàòåëüíîãî ïðîöåññà íà ôèçè÷åñêîì ôàêóëüòåòå Áåëîðóññêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíè-



124 ¾ÅÐÓÃÈÍÑÊÈÅ ×ÒÅÍÈß�2022¿

âåðñèòåòà (ÁÃÓ). Öåëü ïðåïîäàâàíèÿ äàííîé äèñöèïëèíû çàêëþ÷àåòñÿ â ôîðìèðîâà-
íèè ñèñòåìàòèçèðîâàííûõ çíàíèé â îáëàñòè ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïðàêòè-
êî-îðèåíòèðîâàííûõ çàäà÷ è èõ ðåøåíèå íà îñíîâå êëàññè÷åñêèõ ìåòîäîâ è ïðèåìîâ
ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé [1].

Íà ôèçè÷åñêîì ôàêóëüòåòå ÁÃÓ äèñöèïëèíà "Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ"
÷èòàåòñÿ âî âòîðîì ñåìåñòðå è ñîñòàâëÿåò ìàòåìàòè÷åñêóþ îñíîâó îáùåé è òåîðåòè÷å-
ñêîé ôèçèêè, à òàêæå ôèçè÷åñêèõ ñïåöêóðñîâ, èçó÷àåìûõ íà ïðîôèëüíûõ êàôåäðàõ
ôàêóëüòåòà. Êóðñ âêëþ÷àåò â ñåáÿ òåìàòèêó, êîòîðàÿ îòðàæåíà â äåéñòâóþùåé ó÷åá-
íîé ïðîãðàììå [2].

Ïðåïîäàâàíèå äèñöèïëèíû âåäåòñÿ ñ ó÷åòîì ìåæïðåäìåòíîãî ñîãëàñîâàíèÿ è èñ-
ïîëüçîâàíèÿ ìàòåðèàëà â äðóãèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ è ôèçè÷åñêèõ äèñöèïëèíàõ. Èç-
ëîæåíèå îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïðåäïîëàãàåò íåðàçðûâíóþ
ñâÿçü ìåæäó äàííîé äèñöèïëèíîé è çàäà÷àìè, îïèñûâàþùèìè ýâîëþöèîííûå ïðîöåñ-
ñû â ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ åñòåñòâîçíàíèÿ. Íà ëåêöèîííûõ è ïðàêòè÷åñêèõ çàíÿòèÿõ
ïîäáèðàþòñÿ è ðåøàþòñÿ òèïîâûå çàäà÷è, êîòîðûå ðàçúÿñíÿþò îñíîâíûå èäåè, ïîíÿ-
òèÿ, òåîðåòè÷åñêèå ôàêòû è èõ ïðàêòè÷åñêèå ïðèìåíåíèÿ. Íèæå ïðèâåäåí òèïîâîé
ïðèìåð ñîñòàâëåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ïðèêëàäíîé ôèçè÷åñêîé çàäà÷è.

Çàäà÷à. Äâèæåíèå ìàòåðèàëüíîé òî÷êè. Ðàññìîòðèì ìàòåðèàëüíóþ òî÷êó ìàñ-
ñîé m, êîòîðàÿ äâèæåòñÿ ïðÿìîëèíåéíî ñ íà÷àëüíîé ñêîðîñòüþ ~v0. Íà òî÷êó äåéñòâó-
åò ñèëà ñîïðîòèâëåíèÿ ~F , íàïðàâëåííàÿ â ñòîðîíó, ïðîòèâîïîëîæíóþ íàïðàâëåíèþ
äâèæåíèÿ, è ðàâíàÿ ïî ìîäóëþ k 3

√
v, ãäå k � ðàçìåðíûé ïîñòîÿííûé êîýôôèöèåíò.

Íóæíî îïðåäåëèòü âðåìÿ t1 îò íà÷àëà äâèæåíèÿ äî ìîìåíòà îñòàíîâêè, à òàêæå ñî-
îòâåòñòâóþùèé ïóòü, ïðîéäåííûé ìàòåðèàëüíîé òî÷êîé.

Ðåøåíèå. Ïðèìåì çà îñü OX ïðÿìóþ, âäîëü êîòîðîé ïðîèñõîäèò äâèæåíèå ìà-
òåðèàëüíîé òî÷êè, à íà÷àëî êîîðäèíàò � çà èñõîäíîå ïîëîæåíèå òî÷êè. Èñïîëüçóÿ
âòîðîé çàêîí Íüþòîíà ~F = m~a, çàïèøåì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå, îïèñûâàþ-
ùåå äâèæåíèå ìàòåðèàëüíîé òî÷êè:

m
d2x

dt2
= −k 3

√
v.

Òîãäà, ïîñêîëüêó ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå d2x

dt2
=

dv

dt
, èìååì öåïî÷êó ðàâåíñòâ

m
dv

dt
= −k 3

√
v, mdv · v− 1

3 = −kdt,
3

2
mv

2
3 = −kt + C1. (1)

Ïîñêîëüêó ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà íà÷àëà äâèæåíèå â ìîìåíò âðåìåíè t = 0 ñ íà÷àëüíîé
ñêîðîñòüþ v = v0 , òî

C1 =
3

2
mv

2
3
0 .

Â ýòîé ñâÿçè ñêîðîñòü òî÷êè â ìîìåíò âðåìåíè t îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèåì

v
2
3 = v

2
3
0 −

2kt

3m
. (2)

Èç óñëîâèÿ ðàâåíñòâà íóëþ ñêîðîñòè ìàòåðèàëüíîé òî÷êè ïðè îñòàíîâêå, íàéäåì âðå-
ìÿ åå äâèæåíèÿ: t1 =

3mv
2
3
0

2k
. Èç óðàâíåíèÿ (2) âûðàçèì ñêîðîñòü ìàòåðèàëüíîé òî÷êè:

v =
dx

dt
=

(
v

2
3
0 −

2kt

3m

) 3
2

. (3)
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Âûðàçèì èç äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (3) êîîðäèíàòó x :

x =

(
v

2
3
0 −

2kt

3m

) 5
2

· 2

5
·
(
−3m

2k

)
+ C2. (4)

Òàêèì îáðàçîì, çàêîí äâèæåíèÿ ìàòåðèàëüíîé òî÷êè ïðèìåò âèä:

x = −3m

5k

(
v

2
3
0 −

2kt

3m

) 5
2

+ C2. (5)

Ïîñêîëüêó ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà íà÷àëà ñâîå äâèæåíèå â ìîìåíò âðåìåíè t = 0 èç
íà÷àëà êîîðäèíàò x = 0, òî ïîëó÷èì, ÷òî

C2 =
3mv

5
3
0

5k
.

Îêîí÷àòåëüíûé âèä çàêîíà äâèæåíèÿ:

x =
3mv

5
3
0

5k
− 3m

5k

(
v

2
3
0 −

2kt

3m

) 5
2

. (6)

Òàêèì îáðàçîì, ïóòü, ïðîéäåííûé ìàòåðèàëüíîé òî÷êîé â ìîìåíò îñòàíîâêè t = t1,
áóäåò ðàâåí

xt=t1 =
3m

5k
v

5
3
0 , (7)

Äëÿ ïîâûøåíèÿ êà÷åñòâà óñâîåíèÿ ìàòåðèàëà ñòóäåíòàìè ëåêöèîííûé ìàòåðèàë
ñîïðîâîæäàåòñÿ ìóëüòèìåäèéíûì ñîïðîâîæäåíèåì, ïðîâîäÿòñÿ êîëëîêâèóìû, êîí-
òðîëüíûå ðàáîòû, êîìïüþòåðíîå òåñòèðîâàíèå è îíëàéí-êîíñóëüòèðîâàíèå.
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òýñòàâû, ïðàêòû÷íàÿ ïðàâåðêà, ìåòàä íàçiðàííÿ², à òàêñàìà ìåòàäû ñàìàêàíòðîëþ,
ñàìààöýíêi. Àäíàê, íÿãëåäçÿ÷û íà øìàòãàäîâóþ àïðàáàöûþ, óæî ñòàëûÿ òðàäûöûé-
íûìi ìåòàäû i ôîðìû êàíòðîëþ âåäà² õàðàêòàðûçóþööà íåêàòîðàé íåäàñêàíàëàñöþ ²
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ðýàëiçàöûi. Íàïðûêëàä, âóñíû êàíòðîëü âûçíà÷àåööà ñóá'åêòû²íàñöþ àäçíàê, ïðàê-
òû÷íàÿ ïðàâåðêà � íå ²çíà²ëÿëüíàñöþ âûíiêà² ïðàâåðàê, ïiñüìîâû êàíòðîëü � âûêà-
ðûñòàííåì øïàðãàëàê, à òýñòàâàííå íå äàçâàëÿå àöàíiöü ãëûáiíþ ðàçóìåííÿ ïûòàííÿ,
ëîãiêó ìûñëåííÿ, òâîð÷àå ²æûâàííå çàñâîåíûõ âåäà² ó íîâàé ñiòóàöûi. Àòýñòàöûÿ âå-
äà² ñòóäýíòà² ó ôîðìå êàíòðîëüíûõ ðàáîò, êàìï'þòàðíûõ òýñòà² àáî òðàäûöûéíûõ
êàë¼êâióìà² � óñòàÿëûÿ ñïîñàáû ïðàâåðêi ñòóïåíi çàñâàåííÿ ìàòýðûÿëó, ÿêiÿ, àäíàê,
íå çà²ñ¼äû àäëþñòðî²âàþöü óçðîâåíü ñàïðà²äíûõ âåäà² [1,2].

Óäàñêàíàëåííå ìåòàäà² íàâó÷àííÿ i ôîðì êàíòðîëþ âåäà², à òàêñàìà ïîøóê íîâûõ
ñïîñàáà² ñòûìóëÿâàííÿ ñàìààäóêàöûi ñòóäýíòà² � íàéâàæíåéøûÿ ïûòàííi ñó÷àñíàé
ìåòîäûêi âûêëàäàííÿ âûøýéøàé ìàòýìàòûêi [3]. Ç ìýòàé ïàâûøýííÿ ìàòûâàöûi äà
íàâó÷àííÿ i ²äàñêàíàëåííÿ ñàìàñòîéíàãà íàâó÷àííÿ ² 2020 ãîäçå íà êàôåäðû âûøýé-
øàé ìàòýìàòûêi i ìàòýìàòû÷íàé ôiçiêi ôiçi÷íàãà ôàêóëüòýòà Áåëàðóñêàãà äçÿðæà²-
íàãà óíiâåðñiòýòà áûëi ²âåäçåíû êàë¼êâióìû àäêðûòàãà òûïó (ÊÀÒ) ïà äûñöûïëiíàõ:
�Ìàòýìàòû÷íû àíàëiç�, �Àíàëiòû÷íàÿ ãåàìåòðûÿ i ëiíåéíàÿ àëãåáðà�, �Àñíîâû âåê-
òàðíàãà i òýíçàðíàãà àíàëiçó�, ÿêiÿ ²ÿ²ëÿþöü ñàáîé ïàäðûõòàâàíûÿ íåâÿëiêàé ãðóïàé
ñòóäýíòà² (2 � 4 ÷àëàâåêi) òâîð÷ûÿ àäêàçû íà ïàïÿðýäíå çàäàäçåíûÿ ïûòàííi ý²ðûñ-
òû÷íàãà òûïó ² âûãëÿäçå ïðýçåíòàöûi àáî âiäýàðîëiêà². Âàðòà àäçíà÷ûöü, øòî ïàä-
ðûõòàâàíûÿ àäêàçû íà ïûòàííi ÊÀÒ äàñòàòêîâà ñêëàäàíà àáî íå ìàã÷ûìà çíàéñöi íà
ïðàñòîðàõ iíòýðíýòó, øòî àáóìî²ëiâàå íåàáõîäíàñöü àçíàÿìëåííÿ ç äàäàòêîâàé ëiòà-
ðàòóðàé i ²äàñêàíàëåííå ñàìàñòîéíàé ðàáîòû. Òàêiì ÷ûíàì, ÊÀÒ äàçâàëÿå ðàçâiöü
çâû÷êi ïîøóêó iíôàðìàöûi, ÿå ñòðóêòóðàâàííÿ, ñïðûÿå ïàãëûáëåíàìó âûâó÷ýííþ
ïðàäìåòà, à òàêñàìà äàïàìàãàå íàâó÷ûööà ïðàäñòà²ëÿöü íàãëÿäíà íàâóêîâûÿ âûíiêi,
øòî ç'ÿ²ëÿåööà íåàä'åìíàé ÷àñòêàé íàâó÷àëüíàãà ïðàöýñó.

Êàë¼êâi�óìû àäêðûòàãà òûïó ïà äûñöûïëiíå �Àíàëiòû÷íàÿ ãåàìåòðûÿ i ëiíåéíàÿ
àëãåáðà� ² ñòóäýíòà² 1 êóðñà ôiçi÷íàãà ôàêóëüòýòà ÁÄÓ ïðàâîäçÿööà äâà ðàçû çà
ñåìåñòð: ïåðøû ÊÀÒ ïà àíàëiòû÷íàé ãåàìåòðûi, äðóãi � ïà ëiíåéíàé àëãåáðû. Ïàñëÿ
ïàñïÿõîâàé çäà÷û iñïûòó ïà äûñöûïëiíå ñÿðîä 75 ñòóäýíòà² áûëà ïðàâåäçåíà àöýíêà
êàðýëÿöûi ñÿðýäíÿé àäçíàêi çà êàë¼êâi�óì i àäçíàêi áÿãó÷àé ïàñïÿõîâàñöi (Ìàë.1(I)),
ñÿðýäíÿé àäçíàêi çà êàë¼êâi�óì i àäçíàêi çà iñïûò (Ìàë. 1(II)). Äëÿ 63 ñòóäýíòà² (84%)
ðîçíiöà ïàìiæ àäçíàêàìi áÿãó÷àé ïàñïÿõîâàñöi i çà ÊÀÒ íå ïåðàâûñiëà 20% , äëÿ
33 ñòóäýíòà² ðîçíiöà àäçíàêi áÿãó÷àé ïàñïÿõîâàñöi i àäçíàêi çà ÊÀÒ ñêëàëà ìåíø çà
10%. Êàëi ïàðà²íî²âàöü àäçíàêi àòðûìàíûÿ çà iñïûò i àäçíàêi çà ÊÀÒ, òî 48 ñòóäýí-
òà² (64%) çäàëi iñïûò ç àäçíàêàé, àäðîçíàé àä àäçíàêi çà ÊÀÒ íå áîëüø çà 20%. Äî-
áðàå ñóïàäçåííå àäçíàê ïàêàçâàå, øòî ÊÀÒ ç'ÿ²ëÿåööà äàñòàòêîâà ýôåêòû²íàé ôîð-
ìàé êàíòðîëþ âåäà�ó.
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Ìàë. 1. Ïàðà²íàííå àäçíàêi áÿãó÷àé ïàñïÿõîâàñöi (I), àäçíàêi çà iñïûò (II) i àäçíàêi çà ÊÀÒ.

Âàðòà çà²âàæûöü, øòî òàêàÿ ôîðìà êàíòðîëþ âåäà² ç'ÿ²ëÿåööà øìàòôóíêöûÿ-
íàëüíàé, ïàêîëüêi ñïðûÿå íå òîëüêi ïàâûøýííþ ²çðî²íÿ âåäà², àëå i ðàçâiâàå çâû÷-
êi ïîøóêó íàâóêîâàé iíôàðìàöûi, óäàñêàíàëüâàå ìàñòàöòâà êðàñàìî²ñòâà, àêòûâi-
çóå ðàáîòó ñòóäýíòà² ó êàìàíäçå. Äàäçåíàÿ ôîðìà êàíòðîëþ áÿãó÷àé ïàñïÿõîâàñ-
öi ç'ÿ²ëÿåööà íå òîëüêi ïðàäóêòû²íàé äëÿ ñàìàíàâó÷àííÿ ñòóäýíòà², àëå i ñïðûÿå
ïàãëûáëåííþ i ðàçâiööþ ìiæäûñöûïëiíàðíûõ ñóâÿçåé.
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ÏÎ ÏÐÅÄÌÅÒÀÌ ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÎÃÎ ÖÈÊËÀ

Ñ.Â. Ìàéîðîâñêàÿ

Âàæíåéøèìè çàäà÷àìè ïðåïîäàâàíèÿ ìàòåìàòèêè â âûñøåé øêîëå ÿâëÿþòñÿ ïî-
èñê íîâûõ ìåòîäîâ îáó÷åíèÿ è ñîâåðøåíñòâîâàíèå óæå ðàçðàáîòàííûõ êëàññè÷åñêèõ.
Ìû ñòðåìèìñÿ ê áîëåå ýôôåêòèâíûì ñïîñîáàì ïåðåäà÷è ìàòåìàòè÷åñêèõ çíàíèé, ïðè-
îáðåòåíèÿ íåîáõîäèìûõ äëÿ ïðàêòè÷åñêîé ðàáîòû íàâûêîâ ìàòåìàòè÷åñêîãî ìûøëå-
íèÿ. Â ýòîé ñâÿçè ïðåäñòàâëÿåòñÿ âàæíûì ïðèîáùåíèå ñòóäåíòà ê ñàìîñòîÿòåëüíîé
ðàáîòå, ÷òî äîñòèãàåòñÿ, â òîì ÷èñëå, âíåäðåíèåì ýëåìåíòîâ äèñòàíöèîííîãî îáó÷å-
íèÿ â ó÷åáíûé ïðîöåññ. Îäíàêî êëàññè÷åñêèå ôîðìû îáó÷åíèÿ � ëåêöèè, ïðàêòè÷å-
ñêèå çàíÿòèÿ, ëàáîðàòîðíûå ðàáîòû àêòóàëüíû è ïîíûíå. Ïðè ýòîì ëåêöèÿ íå òåðÿåò
ñâîåãî öåíòðàëüíîãî ïîëîæåíèÿ â ñèñòåìå îáó÷åíèÿ. Âåäü èìåííî íà ëåêöèè ïåðåä
ñòóäåíòîì ðàñêðûâàåòñÿ ïåðñïåêòèâà èñïîëüçîâàíèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìåòîäîâ â äåëå
ïîçíàíèÿ ìèðà. Çäåñü ñòóäåíò óçíàåò, ïî÷åìó íàó÷íàÿ àáñòðàêöèÿ ïîìîãàåò ïîçíàíèþ
êîíêðåòíîãî, êàê ìàòåìàòèêà, ÿâëÿþùàÿñÿ ïî ìåòêîìó âûðàæåíèþ Àíðè Ïóàíêàðå,
"èñêóññòâîì íàçûâàòü ðàçíûå âåùè îäíèì è òåì æå èìåíåì", äàåò íåîãðàíè÷åííûå
âîçìîæíîñòè äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ íå ñòîëü áîëüøîãî è âïîëíå ïîñòèæèìîãî íàáîðà
ïîíÿòèé è ñðåäñòâ äëÿ èçó÷åíèÿ ìíîãèõ êà÷åñòâåííî ðàçëè÷íûõ ÿâëåíèé è ïðîöåññîâ.

Ñ ó÷åòîì ïîñòåïåííîé öèôðîâèçàöèè îáðàçîâàíèÿ ó÷åáíûé ïðîöåññ â âûñøèõ ó÷åá-
íûõ çàâåäåíèÿõ äàâíî ïðèíèìàåò íîâûå ôîðìû è, ïîìèìî ïî ïðåæíåìó ÷àñòî ïðèìå-
íÿåìîãî òðàäèöèîííîãî ñïîñîáà ÷òåíèÿ ëåêöèé, ñåé÷àñ øèðîêîå ðàñïðîñòðàíåíèå ïî-
ëó÷èëè ëåêöèè, îñíîâàííûå íà çàðàíåå ïðèãîòîâëåííûõ êîìïüþòåðíûõ ïðåçåíòàöèÿõ.
Âîïðîñ î ïðåèìóùåñòâàõ, íåäîñòàòêàõ è îáùåé ýôôåêòèâíîñòè òàêîãî òèïà ïðåäñòàâ-
ëåíèÿ ëåêöèîííîãî ìàòåðèàëà âñå åùå îñòàåòñÿ äèñêóññèîííûì. Òðàäèöèîííàÿ ëåêöèÿ
âûïîëíÿåò ïÿòü îñíîâíûõ äèäàêòè÷åñêèõ ôóíêöèé: èíôîðìàòèâíóþ, ìåòîäîëîãè÷å-
ñêóþ, îðèåíòèðóþùóþ, ñòèìóëèðóþùóþ è ðàçâèâàþùóþ. Î÷åâèäíî, ÷òî ïåðåõîä ê
ïðåçåíòàöèîííîé ëåêöèè íå äîëæåí ñîïðîâîæäàòüñÿ ïîòåðåé ýòèõ êà÷åñòâ.

Ïðåçåíòàöèÿ êàê ñàìîñòîÿòåëüíûé îáúåêò âîçíèêëà â íåäðàõ ìàðêåòèíãîâûõ è
PR-òåõíîëîãèé. Ïðîòîòèïàìè ó÷åáíîé ïðåçåíòàöèîííîé ëåêöèè â âóçå ÿâëÿþòñÿ ó÷åá-
íûå ôèëüìû, äîêëàäû íà íàó÷íûõ êîíôåðåíöèÿõ. Îäíàêî íàó÷íûé äîêëàä ñòàâèò
öåëüþ îçíàêîìèòü ïðîôåññèîíàëüíî ïîäãîòîâëåííóþ àóäèòîðèþ ñ íåêîòîðûìè äîñòè-
æåíèÿìè äîêëàä÷èêà, à ìàðêåòèíãîâàÿ ïðåçåíòàöèÿ è âîâñå, êàê ïðàâèëî, íîñèò îïè-
ñàòåëüíûé õàðàêòåð � ñëàéäû ñîäåðæàò íå áîëåå òðåõ ñòðîê òåêñòà èëè îäíîé-äâóõ
êàðòèíîê. Ïðè ýòîì íè îäèí èç ðàññìîòðåííûõ ïðîòîòèïîâ íå ïðåäïîëàãàåò âåäåíèÿ
êîíñïåêòà, ÷òî ñîâåðøåííî íåîáõîäèìî íà ëåêöèè ïî ëþáîé äèñöèïëèíå ìàòåìàòè÷å-
ñêîãî öèêëà.
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Ïðîáëåìà êîíñïåêòèðîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç êëþ÷åâûõ ïðîáëåì îñâîåíèÿ íàó÷-
íûõ çíàíèé. Â ðàáîòå [3] îïèñàí ýêñïåðèìåíò ïî âîñïðîèçâåäåíèþ ñîäåðæàíèÿ äàâíî
óñëûøàííîé ëåêöèè. Ëó÷øå âñåõ ñïðàâèëèñü òå, êòî çàïèñûâàë êëþ÷åâûå òåçèñû.
Ñàìûå æå íèçêèå ïîêàçàòåëè áûëè ó òåõ, êòî íå ïèñàë êîíñïåêò. Íà òðàäèöèîííîé
ëåêöèè êîíñïåêòèðîâàòü ñòóäåíòó ïîìîãàåò ïðåïîäàâàòåëü, íàïðÿìóþ óêàçûâàÿ, ÷òî
çàïèñàòü è êàê. Âî âðåìÿ ïðåçåíòàöèîííîé ëåêöèè ïðîöåññ êîíñïåêòèðîâàíèÿ óñëîæ-
íÿåòñÿ: ïîÿâëÿþòñÿ äâà èñòî÷íèêà äëÿ ñîñòàâëåíèÿ êîíñïåêòà � ðå÷ü ëåêòîðà è òåêñò
ñëàéäà. Ñòóäåíòû ïåðâîãî êóðñà íå óìåþò ïèñàòü êîíñïåêòû ïî ìàòåìàòè÷åñêèì äèñ-
öèïëèíàì, ýòîìó èõ äîëæåí îáó÷èòü ëåêòîð. Â ìàòåìàòèêå åñòü ñâîè òðàäèöèè, ñèì-
âîëèêà, ñïåöèôè÷åñêèå íîòàöèè. ×àñòî ïðèõîäèòñÿ çíàêîìèòü ñòóäåíòîâ ñî çíà÷åíèåì
èëè ïåðåâîäîì òåðìèíîâ, ñ ïðàâèëüíûì íàïèñàíèåì è íàçâàíèåì áóêâ ãðå÷åñêîãî àë-
ôàâèòà è ò.ï. Âñåìó ïåðå÷èñëåííîìó è ìíîãèì ïîëåçíûì ïðèåìàì êîíñïåêòèðîâàíèÿ
íåâîçìîæíî íàó÷èòü ñòóäåíòà, ïðîñòî äåìîíñòðèðóÿ åìó ñëàéä.

Ñåðüåçíàÿ ïðîáëåìà ïðè ïðîâåäåíèè ïðåçåíòàöèîííîé ëåêöèè ñîñòîèò â íåñîîò-
âåòñòâèè ñêîðîñòè óñòíîé ðå÷è è ñêîðîñòè çàïèñè. Â ðàáîòå [4] óêàçàíî, ÷òî òåìï
òðàäèöèîííîé ëåêöèè ñ çàïèñÿìè íà äîñêå ñîñòàâëÿåò 342 � 375 çí/ìèí. Òåìï æå ëåê-
öèé ïðè èñïîëüçîâàíèè ïðåïîäàâàòåëåì çàðàíåå ïðèãîòîâëåííûõ ñëàéäîâ ðàâåí 612 �
835 çí/ìèí. Ñðåäíÿÿ ñêîðîñòü çàïèñè ìàòåðèàëà âî âðåìÿ îáû÷íîãî êîíñïåêòèðîâàíèÿ
òåêñòà ñîñòàâëÿåò âñåãî 50 � 60 çí/ìèí. Èòàê, ñêîðîñòü èçëîæåíèÿ ìàòåðèàëà íà ëåê-
öèè ïî ïðåçåíòàöèè ïðåâûøàåò ñêîðîñòü êîíñïåêòèðîâàíèÿ â 10 � 16 ðàç, ÷òî ÷àñòî
ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî ñòóäåíò ïðîñòî òåðÿåò íèòü èçëîæåíèÿ.

Â ñèëó ñïåöèôèêè ìàòåìàòè÷åñêèõ äèñöèïëèí ýôôåêòèâíî âèçóàëèçèðîâàòü áoëü-
øóþ ÷àñòü ëåêöèîííîãî ìàòåðèàëà íåâîçìîæíî. Ïðåïîäàâàòåëþ ïðèõîäèòñÿ ïîìåùàòü
íà ñëàéäû ìíîãî òåêñòà, íàëè÷èå êîòîðîãî ñðàçó óñëîæíÿåò âîñïðèÿòèå. Âåäü äîñòóï-
íîé ÿâëÿåòñÿ èìåííî ðàçãîâîðíàÿ óñòíàÿ, à íå îçâó÷åííàÿ ïèñüìåííàÿ ðå÷ü. Ýêñïåðè-
ìåíòû ïîêàçàëè (ñì. [5]), ÷òî ïðè âîñïðèÿòèè ïðîèçíåñåííîé âñëóõ ïèñüìåííîé ðå÷è
ñëóøàòåëü âîñïðîèçâîäèò âïîñëåäñòâèè îêîëî 50% ïîëó÷åííîãî ñîîáùåíèÿ, ïðè÷åì ñî
çíà÷èòåëüíûìèèñêàæåíèÿìè, à ïðè òàêîìæå âîñïðîèçâåäåíèè óñòíîé ðå÷è � îêîëî 90%.

Íå ñåêðåò, ÷òî ñåãîäíÿ ñòóäåíòàì íå ñëèøêîì ïðèñóùà âíóòðåííÿÿ ïðîôåññèî-
íàëüíàÿ ìîòèâàöèÿ. Ñâÿçàííûå ñî ñìàðòôîíàìè ïðèâû÷êè ñíèæàþò àòòåíöèîííûå
ñïîñîáíîñòè ñòóäåí÷åñêîé ìîëîäåæè, ñêëîííîñòü ê ñàìîêîíòðîëþ è ñïîñîáíîñòü ê îáó-
÷åíèþ (ñì. [6]). Õîðîøàÿ òðàäèöèîííàÿ ëåêöèÿ ïî ìàòåìàòèêå ïðåäïîëàãàåò íå ïðî-
ñòî èçëîæåíèå èíôîðìàöèè. Ðåøåíèÿ çàäà÷, äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì, ðèñóíêè, äàæå
îïðåäåëåíèÿ "ðîæäàþòñÿ" íà äîñêå ïîñòåïåííî, ñ ïàóçàìè â íóæíûõ ìåñòàõ è ó÷à-
ñòèåì íàèáîëåå âäóì÷èâûõ ñëóøàòåëåé. Ïðåçåíòàöèîííàÿ æå ëåêöèÿ êàê áû ïðîäîë-
æàåò öèôðîâîé ñïîñîá ñóùåñòâîâàíèÿ ìîëîäîãî ÷åëîâåêà. Ìãíîâåííî ïîÿâëÿþùèåñÿ
ñëîæíûå ôîðìóëû è êàðòèíêè òðóäíî îñìûñëèòü, ïîýòîìó áîëüøèíñòâî ñòóäåíòîâ
íåèçáåæíî ñêàòûâàåòñÿ ê ïàññèâíîìó âîñïðèÿòèþ, êîòîðîå òðåáóåò íåìíîãèì áîëåå
èíòåëëåêòóàëüíûõ óñèëèé, íåæåëè ïðîñìîòð âèäåîðîëèêà.

Ñòóäåí÷åñêàÿ ìîëîäåæü îáëàäàåò ñèëüíîé ýìîöèîíàëüíîé îòçûâ÷èâîñòüþ, æåëà-
íèåì ïðîÿâèòü ñåáÿ. Îñîáóþ àêòóàëüíîñòü â ñâÿçè ñ ýòèì ïðèîáðåòàþò ìåòîäû ïåäà-
ãîãè÷åñêîãî âîçäåéñòâèÿ íà ëè÷íîñòü ñòóäåíòà. Ïåðåíàñûùàÿ ïðåçåíòàöèîííóþ ëåê-
öèþ íàãëÿäíûì ìàòåðèàëîì, ëåêòîð íåâîëüíî îòäàëÿåò îò ñòóäåíòà ñàìîãî ñåáÿ ñî
ñâîèì ìîùíûì îáó÷àþùèì è ýìîöèîíàëüíûì ñëîâîì. Ïåðâîêóðñíèêè îñîáåííî îñò-
ðî ýòî ÷óâñòâóþò. Îíè íåâîëüíî îæèäàþò íåêîòîðîãî ïðîäîëæåíèÿ øêîëüíîé îïåêè,
ó÷àñòèÿ è ïîíèìàíèÿ ñî ñòîðîíû ïðåïîäàâàòåëÿ âóçà. Åñëè ëåêòîð îñòàåòñÿ â òåíè
ñëàéäîâ, ïëîõî ÷óâñòâóåò ñâÿçü ñ àóäèòîðèåé, ãäå âñå âðàçíîáîé çàíÿòû ñâîèìè äåëà-
ìè (êòî ñëóøàåò, êòî ñïèñûâàåò ñî ñëàéäà, êòî ôîòîãðàôèðóåò ñëàéä, à êòî è ïðîñòî
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ïðèñóòñòâóåò), òî è ëåêöèÿ, è ïðîöåññ îáó÷åíèÿ â öåëîì òåðÿþò ñìûñë.
Èòàê, ïðè ÷òåíèè ëåêöèè â ôîðìàòå ïðåçåíòàöèè ñëåäóåò îñîáåííî òùàòåëüíî âû-

áèðàòü òåîðåòè÷åñêèé ìàòåðèàë, êîòîðûé áóäåò ïðåäñòàâëåí íà ñëàéäàõ, à òàêæå åãî
ôîðìàò. Ïðîöåññ ïîêàçà äîëæåí áûòü ÷åòêî õðîíîìåòðèðîâàí. Àóäèòîðèÿ, îáîðóäî-
âàíèå è îôîðìëåíèå ñëàéäîâ äîëæíû áûòü ýêîëîãè÷íû. Ïðè ýòîì ëåêòîð íå äîëæåí
çàáûâàòü, ÷òî ñòóäåíòû, îñîáåííî ìëàäøèõ êóðñîâ, íóæäàþòñÿ âî âíèìàíèè ïðåïî-
äàâàòåëÿ, äåìîíñòðèðóþùåãî èñêðåííþþ çàèíòåðåñîâàííîñòü â òîì, ÷òîáû êàæäûé
îáó÷àþùèéñÿ âñå ïîíÿë, îñìûñëèë è çàïîìíèë. Ïîýòîìó ïðåäïî÷òèòåëüíåå ñîâìåùàòü
(âîçìîæíî, ÷åðåäîâàòü) ïðåçåíòàöèîííóþ è êëàññè÷åñêóþ ôîðìû ïîäà÷è ó÷åáíîãî ìà-
òåðèàëà.
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ÑÒÐÓÊÒÓÐÍÎ-ËÎÃÈ×ÅÑÊÈÅ ÑÕÅÌÛ Â ÏÐÅÏÎÄÀÂÀÍÈÈ
ÒÅÎÐÈÈ ÂÅÐÎßÒÍÎÑÒÅÉ È ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÎÉ ÑÒÀÒÈÑÒÈÊÅ

È.Â. Ìàð÷åíêî

Ñòðóêòóðíî-ëîãè÷åñêèå ñõåìû ïî ó÷åáíîé äèñöèïëèíå ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé îäèí
èç âàðèàíòîâ ñõåìàòèçàöèè ó÷åáíîãî ìàòåðèàëà, âûÿâëåíèå åãî ñòðóêòóðû. Èõ ìîæíî
èñïîëüçîâàòü êàê ñðåäñòâî ðåàëèçàöèè òåõíîëîãèè êðóïíîáëî÷íîãî èçëîæåíèÿ, îñíî-
âû êîòîðîãî áûëè çàëîæåíû â ðàáîòàõ Ï.Ì. Ýðäíèåâà ïî òåõíîëîãèè óêðóïíåíèÿ
äèäàêòè÷åñêèõ åäèíèö [1]. Ïåðâîíà÷àëüíî ïðåäïîñûëêàìè èõ èñïîëüçîâàíèÿ â ó÷åá-
íîì ïðîöåññå ÿâëÿëèñü ñèñòåìàòèçàöèÿ è îáîáùåíèå ó÷åáíîãî ìàòåðèàëà, ñîçäàíèå
ñðåäû äëÿ ðåàëèçàöèè äåÿòåëüíîñòíîãî ïîäõîäà ê îáó÷åíèþ, àêòèâèçàöèÿ ìûñëèòåëü-
íîé äåÿòåëüíîñòè îáó÷àåìûõ, ò.å. êîíå÷íîé öåëüþ áûëî îñîçíàííîå àêòèâíîå âîñïðè-
ÿòèå íîâûõ çíàíèé è èõ ïðàêòè÷åñêîå ïðèìåíåíèå.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ, íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî óêàçàííàÿ öåëü íå èçìåíèëàñü, âîçíèêàåò
áîëüøîå êîëè÷åñòâî îáñòîÿòåëüñòâ, äåëàþùèõ ïðèìåíåíèå ðàçëè÷íûõ ïðèåìîâ êðóï-
íîáëî÷íîãî îáó÷åíèÿ ìàòåìàòèêå â âûñøåé øêîëå âûíóæäåííî-íåîáõîäèìûì. Ê íèì
îòíîñèòñÿ:

• ñèñòåìàòè÷åñêîå óâåëè÷åíèå äîëè ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáîòû ñòóäåíòîâ ïðè èçó-
÷åíèè ðàçëè÷íûõ êóðñîâ, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ íåñîèçìåðèìûì ñ äîëåé ñîâìåñòíîé
ðàáîòû íàä ìàòåðèàëîì ïîä ðóêîâîäñòâîì è ïðè ó÷àñòèè ïðåïîäàâàòåëÿ. Êîíå÷-
íûé ðåçóëüòàò � íå êâàëèôèöèðîâàííûé ñïåöèàëèñò, à ðåìåñëåííèê ñ äèïëîìîì;
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• îáùàÿ òåíäåíöèÿ ê ñîêðàùåíèþ àóäèòîðíûõ ÷àñîâ ïðè ñîõðàíåíèè îáúåìà ó÷åá-
íîãî ìàòåðèàëà, à ÷àñòî è åãî ïðèðîñòó. Ïî èìåþùåìóñÿ óæå îïûòó ðàáîòû ïî
íîâûì ó÷åáíûì ïëàíàì, ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî ïðèäåðæèâàòüñÿ ó÷åáíîé ïðîãðàì-
ìû â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî ëèáî ïåðåíåñÿ áîëüøóþ ÷àñòü òåì íà ñàìîñòîÿòåëüíîå
èçó÷åíèå (à ýòî âîçìîæíî òîëüêî äëÿ ïîäãîòîâëåííûõ ñëóøàòåëåé, íî íå äëÿ ñòó-
äåíòîâ ïåðâîãî êóðñà), ëèáî áûñòðî, êðàòêî è áåç îñîáûõ ïîÿñíåíèé è ïðèìåðîâ
èçëàãàÿ ó÷åáíûé ìàòåðèàë;

• ïîÿâëåíèå íîâûõ âîñòðåáîâàííûõ ñïåöèàëüíîñòåé â ñôåðå IT-òåõíîëîãèé, êîòî-
ðûå òðåáóþò ãëóáîêîãî ïîíèìàíèÿ è âëàäåíèÿ èíñòðóìåíòàðèåì ðàçëè÷íûõ ìà-
òåìàòè÷åñêèõ äèñöèïëèí. Çäåñü îòðèöàòåëüíûìè ôàêòîðàìè âûñòóïàþò íå òîëü-
êî ïåðâûå äâå òåíäåíöèè, íî è íàëè÷èå çàî÷íîé ôîðìû îáó÷åíèÿ. Ñòóäåíòàì-
çàî÷íèêàì, äàæå ïðîðàáîòàâøèì ìàòåðèàë ñàìîñòîÿòåëüíî, êðàéíå âàæíî óâè-
äåòü åãî öåëîñòíî, ñî âñåìè âçàèìîñâÿçÿìè.

Ðàçðàáîòàíû ðàçëè÷íûå ñòðóêòóðíî-ëîãè÷åñêèå ñõåìû, êîòîðûå èñïîëüçóþòñÿ â
îáó÷åíèè òåîðèè âåðîÿòíîñòåé è ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêå ñòóäåíòîâ ïåäàãîãè÷å-
ñêèõ è èíæåíåðíûõ ñïåöèàëüíîñòåé.

Â [2] ïðåäëîæåíà òàáëèöà, ñîäåðæàùàÿ â ñåáå 4 ïðàâèëà ïðîâåðêè ðàçëè÷íûõ ãèïî-
òåç î ïàðàìåòðàõ íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. Åå ïîñòðîåíèå è èñïîëüçîâàíèå îñíîâà-
íî íà çíàíèè îáùåãî ïðàâèëà ïðîâåðêè ïàðàìåòðè÷åñêèõ ãèïîòåç è ïîçâîëÿåò îäíèì
áîëüøèì áëîêîì âûÿâèòü îáùåå è ðàçëè÷íîå â êàæäîì îòäåëüíîì ïðàâèëå.

Ïîñòðîåíà ñòðóêòóðíàÿ ñõåìà è äëÿ òåìû ¾Òåîðåìû ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ¿, êî-
òîðàÿ îòðàæàåò âçàèìîñâÿçè ìåæäó åå îñíîâíûìè ïîíÿòèÿìè è òåîðåìàìè. Êàæäûé
óðîâåíü îòðàæàåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ââåäåíèÿ ìàòåðèàëà, íî çà ñ÷åò ñõåìàòè÷íîãî
ïðåäñòàâëåíèÿ ìîæíî ñðàçó ñîïîñòàâèòü ñõîäñòâà è îòëè÷èÿ ìåæäó òåîðåìàìè ñëî-
æåíèÿ è òåîðåìàìè óìíîæåíèÿ, îïðåäåëèòü îñîáåííîñòè èõ ïðèìåíåíèÿ.

Ñòðóêòóðíî-ëîãè÷åñêàÿ ñõåìà, èëëþñòðèðóþùàÿ àíàëîãèþ ìåæäó ëîãè÷åñêèìè
îïåðàöèÿìè êîíúþíêöèè è äèçúþíêöèè è êîìáèíàòîðíûìè ïðàâèëàìè ñëîæåíèÿ è
óìíîæåíèÿ, à òàêæå ïðèìåíåíèÿ èõ ïðè ðåøåíèè çàäà÷ íà êëàññè÷åñêîå îïðåäåëåíèå
âåðîÿòíîñòè, îïèñàíà â [3]. Îíà ïîçâîëÿåò îáó÷àþùèìñÿ ïîíÿòü îáùèé ïîäõîä ê ïðèìå-
íåíèþ óêàçàííûõ êîìáèíàòîðíûõ ïðàâèë ïðè íàõîæäåíèè âåðîÿòíîñòè è îáîáùèòü åãî.

Ïðèâåäåííûå ñòðóêòóðíî-ëîãè÷åñêèå ñõåìû èñïîëüçîâàëèñü àâòîðîì â ïðîöåññå
ïðåïîäàâàíèÿ òåîðèè âåðîÿòíîñòåé è ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè. Îíè ïîçâîëÿþò ñó-
ùåñòâåííî ñíèçèòü âðåìåííûå çàòðàòû íà èçëîæåíèå òåîðåòè÷åñêîãî ìàòåðèàëà, èñ-
ïîëüçóÿ ïðè ýòîì îáùåíàó÷íûå ìåòîäû ïîçíàíèÿ.
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òðóäîâ / Ìîãèëåâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò ïðîäîâîëüñòâèÿ; ÁÈÏ � Èíñòèòóò ïðàâîâåäå-
íèÿ; ÔÃÁÎÓ ÂÎ ¾Ðîññèéñêàÿ àêàäåìèÿ íàðîäíîãî õîçÿéñòâà è ãîñóäàðñòâåííîé ñëóæáû ïðè ïðåçè-
äåíòå ÐÔ¿, Ñìîëåíñêèé ôèëèàë; ðåä. êîë. È.Þ. Òèìîôååâà [è äð]. Âûï. 7. Ìîãèëåâ, 2021. Ñ. 104�105.



Ìåòîäèêà ïðåïîäàâàíèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ äèñöèïëèí â âûñøåé øêîëå 131

Ê ÌÅÒÎÄÈÊÅ ÎÁÓ×ÅÍÈß
Â ÌÎÄÓËÅ ¾ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÛÅ ÓÐÀÂÍÅÍÈß¿
ÑÒÓÄÅÍÒÎÂ ÒÅÕÍÈ×ÅÑÊÈÕ ÑÏÅÖÈÀËÜÍÎÑÒÅÉ
À.Ï. Ìàòåëåíîê, Â.Ñ. Âàêóëü÷èê, Ò.È. Çàâèñòîâñêàÿ

Ìîäóëü ¾Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ¿ ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç îñíîâíûõ ìîäóëåé
êóðñà âûñøåé ìàòåìàòèêè äëÿ ñïåöèàëüíîñòåé ìåõàíèêî-òåõíîëîãè÷åñêîãî ôàêóëüòå-
òà, ïîñêîëüêó îí îðèåíòèðóåì íà ïðèëîæåíèÿ â íàó÷íî-òåõíè÷åñêèõ ñôåðàõ. Ðàññìîò-
ðèì íåêîòîðûå îñîáåííîñòè åãî èçó÷åíèÿ äëÿ ñïåöèàëüíîñòè 48 01 03 � ¾Õèìè÷åñêàÿ
òåõíîëîãèÿ ïåðåðàáîòêè ïðèðîäíûõ ýíåðãîíîñèòåëåé è óãëåðîäíûõ ìàòåðèàëîâ¿.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ íà èçó÷åíèå ýòîãî ìîäóëÿ âûäåëåíî 20 àóäèòîðíûõ÷àñîâ (8 ëåê-
öèé è 12 ïðàêòè÷åñêèõ çàíÿòèé). Çà ýòî âðåìÿ ÷àùå âñåãî ïðåïîäàâàòåëþ óäàåòñÿ
íàó÷èòü ñòóäåíòîâ êëàññèôèêàöèè óðàâíåíèé, âûáîðó ìåòîäà è ïîëó÷åíèþ îáùåãî
èëè ÷àñòíîãî ðåøåíèÿ. Îäíàêî, ê ñîæàëåíèþ, âðåìåíè, îòâåäåííîãî íà ðàññìîòðå-
íèå ðàçäåëîâ, ôîðìèðóþùèõ íàâûêè ñîñòàâëåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ïðàêòèêî-
îðèåíòèðîâàííîé çàäà÷è â êóðñå äèñöèïëèíû ¾Âûñøàÿ ìàòåìàòèêà¿ äëÿ ñòóäåíòîâ
âûøåóêàçàííûõ ñïåöèàëüíîñòåé, çà÷àñòóþ íå õâàòàåò. Â ðåçóëüòàòå ýòîãî ñòóäåíòû
â ñâîåé áóäóùåé ïðîôåññèîíàëüíîé äåÿòåëüíîñòè ñìîãóò ëèøü ôðàãìåíòàðíî ïðèìå-
íèòü ïîëó÷åííûå ïî ýòèì ðàçäåëàì ìàòåìàòè÷åñêèå çíàíèÿ äëÿ ðåøåíèÿ ïðîèçâîä-
ñòâåííûõ çàäà÷.

Ïîýòîìó â ÓÌÊ [1] äëÿ óñèëåíèÿ ìîòèâàöèè ñòóäåíòîâ ïðè ñàìîñòîÿòåëüíîì ðå-
øåíèè ïîäîáíûõ çàäà÷ ñ ðåêîìåíäàöèÿìè ïðåïîäàâàòåëÿ áûëî âíåäðåíî ñïåöèàëüíîå
ñðåäñòâî îáó÷åíèÿ ¾Ôîíä ïðîôåññèîíàëüíî îðèåíòèðîâàííûõ çàäàíèé¿. Íàçâàííûé
ôîíä âêëþ÷àåò çàäà÷è õèìèêî-òåõíîëîãè÷åñêîãî, ýêîëîãè÷åñêîãî ñîäåðæàíèÿ, ïîçâî-
ëÿþùèå ïðîäåìîíñòðèðîâàòü ìàòåìàòè÷åñêèé àïïàðàò, âûâîä ôîðìóë, íåîáõîäèìûå
äëÿ ýòîãî âû÷èñëåíèÿ, ñîçäàíèå ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé è èõ èññëåäîâàíèå.

Àâòîðàìè áûëè âûäåëåíû òðåáîâàíèÿ ïî ïîäáîðó è ñîñòàâëåíèþ çàäà÷ äëÿ ðàçìå-
ùåíèÿ èõ â ¾Ôîíäå ïðîôåññèîíàëüíî îðèåíòèðîâàííûõ çàäàíèé¿ ïî ìàòåìàòèêå [2]:

1) ïðîôåññèîíàëüíî îðèåíòèðîâàííîå ñîäåðæàíèå çàäà÷è äîëæíî èìåòü óçêîñïå-
öèàëüíûé õàðàêòåð;

2) íå ñëåäóåò âûáèðàòü çàäà÷è, èçëèøíå ïåðåãðóæåííûå òðóäíûìè äëÿ ïîíèìàíèÿ
òåõíè÷åñêèìè è ïðîèçâîäñòâåííûìè ñâåäåíèÿìè è ðàñ÷åòàìè;

3) çàäà÷ó ñ ïðîèçâîäñòâåííûì ñîäåðæàíèåì íåîáõîäèìî ðàññìàòðèâàòü ëèøü òîãäà,
êîãäà ñòóäåíòû èìåþò äîñòàòî÷íóþ ìàòåìàòè÷åñêóþ ïîäãîòîâêó.

Íà ëåêöèè ¾Ïðèëîæåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ê çàäà÷àì ôèçèêè, õèìèè
è õèìè÷åñêîé òåõíîëîãèè¿ ïðåïîäàâàòåëü ðàçáèðàåò ðåøåíèå íåêîòîðûõ çàäà÷, äå-
ìîíñòðèðóÿ ïðèíöèïû ïîñòðîåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ðåàëüíûõ ïðîöåññîâ. Äà-
ëåå ïðåäëàãàåò ñòóäåíòàì, æåëàþùèì çàðàáîòàòü äîïîëíèòåëüíûå áàëëû ê ýêçàìåíà-
öèîííîé îöåíêå, ðåøèòü íåñêîëüêî çàäà÷ èç ôîíäà. Ïðè æåëàíèè îáó÷àåìûå ìîãóò
îáðàòèòüñÿ ê ïðåïîäàâàòåëþ çà êîíñóëüòàöèåé.

Ðåøåíèå çàäà÷è ïðåäïîëàãàåò ñëåäóþùèå ýòàïû: èçó÷åíèå ñïåöèàëèçèðîâàííîé ëè-
òåðàòóðû (ñïðàâî÷íèê ïî õèìèè, ìàòåìàòèêå), ñ öåëüþ íàõîæäåíèÿ ôîðìóë, íåîáõî-
äèìûõ äëÿ ðåøåíèÿ; ñîñòàâëåíèå ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè è àëãîðèòìà åå ðåøåíèÿ
óêàçàííîé çàäà÷è; âûáîð ñïîñîáà ðåøåíèÿ ïîëó÷åííîãî óðàâíåíèÿ; ðåàëèçàöèÿ âû-
áðàííîãî ìåòîäà â ñèñòåìàõ êîìïüþòåðíîé àëãåáðû; ïîëíîå ðåøåíèå çàäà÷è; âûâîäû.

Ïðèâåäåì ïðèìåð ñëåäóþùåãî çàäàíèÿ èç ¾Ôîíäà ïðîôåññèîíàëüíî îðèåíòèðî-
âàííûõ çàäàíèé¿: ¾Áàê öèëèíäðè÷åñêîé ôîðìû ðàäèóñîì 0, 75 ì è âûñîòîé 3, 65 ì
ïîêðûò àñáåñòîâîé èçîëÿöèåé òîëùèíîé 0, 051 ì, ðàñïîëîæåí âåðòèêàëüíî íà ýñòàêà-
äå è ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ âûäåðæêè ïðîäóêòîâ æèäêèõ îòõîäîâ. Ðàñòâîð ïîñòóïàåò â áàê
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ïðè òåìïåðàòóðå 93 ◦C. Òåìïåðàòóðà îêðóæàþùåé ñðåäû 21 ◦C. Ðàññ÷èòàòü òåìïå-
ðàòóðó ïðîäóêòîâ âûäåðæêè ÷åðåç 5 ñóòîê. Ñïðàâî÷íûå äàííûå: γ = 1018 êã/ì 3 �
ïëîòíîñòü ðàñòâîðà, c = 0, 6 êêàë/êã · ãðàä � òåïëîåìêîñòü ðàñòâîðà¿ [3].

Îòìåòèì, ÷òî â äàëüíåéøåì ñòóäåíòû óêàçàííîé ñïåöèàëüíîñòè áóäóò âñòðå÷àòüñÿ
ñ äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè ïðè èçó÷åíèè ñïåöèàëüíûõ äèñöèïëèí. Íàïðè-
ìåð, äèñöèïëèíà ¾Ïðîöåññû è àïïàðàòû õèìè÷åñêèõ òåõíîëîãèé¿ ïðè èçó÷åíèè òåì
¾Îñíîâíîå óðàâíåíèå ãèäðîñòàòèêè è åãî ïðàêòè÷åñêèå ïðèëîæåíèÿ¿, ¾Óðàâíåíèå
Áåðíóëëè¿; äèñöèïëèíà ¾Ôèçè÷åñêàÿ õèìèÿ¿ ïðè èçó÷åíèè òåì ¾Îñíîâíîå óðàâíå-
íèå äèôôóçèîííîé êèíåòèêè¿, ¾Çàïèñü äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé õèìè÷åñêîé
êèíåòèêè¿ è äðóãèå.

Íà íàøâçãëÿä, ïðàêòè÷åñêàÿ ãîòîâíîñòü ñòóäåíòîâ ê ðåøåíèþ ïðîôåññèîíàëüíî
îðèåíòèðîâàííûõ çàäàíèé îáåñïå÷èâàåò ôîðìèðîâàíèå ó áóäóùèõ èíæåíåðîâ ïîòðåá-
íîñòè â ñàìîðåàëèçàöèè è ïðèóìíîæåíèè ïðîôåññèîíàëüíîãî ïîòåíöèàëà. Ïðåäëàãàå-
ìàÿ ìåòîäèêà âêëþ÷åíèÿ â ÓÌÊ ñïåöèàëüíîãî ñðåäñòâà îáó÷åíèÿ ¾Ôîíäà ïðîôåññèî-
íàëüíî îðèåíòèðîâàííûõ çàäàíèé¿ ïðè ðåøåíèè ìàòåìàòè÷åñêèõ çàäà÷ ñ ïðèìåíåíèåì
òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñëóæèò ðåàëèçàöèè ïðèíöèïîâ ïðååìñòâåííî-
ñòè, ïðîëîíãàöèè, ïðîôåññèîíàëüíîé íàïðàâëåííîñòè, ðàçâèâàþùåãî îáó÷åíèÿ, îòâå-
÷àåò òðåáîâàíèÿì íåïðåðûâíîñòè è öåëîñòíîñòè, åäèíñòâà è ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îáó-
÷åíèÿ ñòóäåíòîâ íà âûäåëåííîé ñïåöèàëüíîñòè.
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ÀËÃÎÐÈÒÌÛ È ÒÅÕÍÎËÎÃÈÈ ÏÎÑÒÐÎÅÍÈß
×ÈÑËÅÍÍÛÕ ÐÅØÅÍÈÉ

ÄÂÓÕÊÐÈÒÅÐÈÀËÜÍÛÕ ÑÅÒÅÂÛÕ ÇÀÄÀ×

Ë.À. Ïèëèï÷óê, Ì.Ï. Ðîìàí÷óê

Äâóõêðèòåðèàëüíûìè çàäà÷àìè íàçûâàþòñÿ òèïû çàäà÷, ïîèñê ðåøåíèé êîòîðûõ
ïðîâîäèòñÿ íà îñíîâàíèè äâóõ êðèòåðèåâ îïòèìèçàöèè. Â ðàìêàõ ïîäõîäà [1�4] îáà
êðèòåðèÿ âëèÿþò íà âûáîð àëãîðèòìè÷åñêèõ, ñòðóêòóðíûõ è òåõíîëîãè÷åñêèõ ìå-
òîäîâ ðåøåíèÿ äâóõêðèòåðèàëüíûõ çàäà÷. Â ñòàòüå ðàññìàòðèâàþòñÿ äâóõêðèòåðè-
àëüíûå çàäà÷è, îäíèì èç êðèòåðèåâ îïòèìèçàöèè êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ çàäà÷è ïîèñêà
êðàò÷àéøèõ ïóòåé (ïóòåé ìèíèìàëüíîé ñòîèìîñòè).

Ïóñòü èìååòñÿ êîíå÷íûé îðèåíòèðîâàííûé ñâÿçíûé ãðàô G = (I, U), ãäå
I � ìíîæåñòâî óçëîâ, U � ìíîæåñòâî äóã ãðàôà, |I| < ∞, |U | < ∞. Îáîçíà÷èì
x = (xi,j, (i, j) ∈ U) � âåêòîð äóãîâûõ ïîòîêîâ, ãäå êàæäàÿ äóãà (i, j) ∈ U èìååò
âåëè÷èíó äóãîâîãî ïîòîêà xi,j, ñòîèìîñòü ïåðåìåùåíèÿ åäèíèöû äóãîâîãî ïîòîêà ci,j

ïî äóãå (i, j) ∈ U è ïðîïóñêíóþ ñïîñîáíîñòü di,j (øèðèíó) äóãè (i, j) ∈ U. Îïðåäå-
ëèì øèðèíó d(Ls,t) è ñòîèìîñòü c(Ls,t) ïóòè Ls,t èç óçëà s â äîñòèæèìûé óçåë t
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ñëåäóþùèì îáðàçîì:

d(Ls,t) = min
{
di,j, (i, j) ∈ Ls,t

}
, c(Ls,t) =

∑

(i,j)∈Ls,t

ci,jxi,j.

Äëÿ êàæäîãî i = 1, . . . , k ñôîðìèðóåì ìíîæåñòâà äóã Ũ i : Ũ i =
⋃ i

j=1 U j.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü Li
s,t � êðàò÷àéøèé ïóòü â ãðàôå Gi = (I, Ũ i) èç óçëà s â äî-

ñòèæèìûé óçåë t, i ∈ {1, . . . , k}. Åñëè âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ

c
(
Lk

s,t

)
= c

(
Lk−1

s,t

)
= · · · = c

(
Ll

s,t

)
< c

(
Ll−1

s,t

)
,

òî ïóòü Ll
s,t èìååò íàèáîëüøóþ øèðèíó ñðåäè âñåõ êðàò÷àéøèõ ïóòåé èç óçëà s

â äîñòèæèìûé óçåë t â ãðàôå G = (I, U).
Òåîðåìà 2. Ïóñòü Lp

s,t � íåêîòîðûé ïóòü â ãðàôå Gp = (I, Ũp) èç óçëà s â
äîñòèæèìûé óçåë t , ãäå p ∈ {1, . . . , h} . Ïóñòü Lp

s,t ìîæåò áûòü íå åäèíñòâåííûì
â ãðàôå Gp = (I, Ũp). Åñëè äëÿ øèðèíû êàæäîãî ïóòè L1

s,t, . . . , L
p
s,t ãðàôà Gp = (I, Ũp)

âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ

d
(
L1

s,t

)
= d

(
L2

s,t

)
= · · · = d

(
Lp

s,t

)
> d

(
Lp+1

s,t

)
,

òî {L1
s,t, . . . , L

p
s,t} � ìíîæåñòâî ïóòåé ìàêñèìàëüíîé øèðèíû èç óçëà s â äîñòè-

æèìûé óçåë t â íà÷àëüíîì ãðàôå G = (I, U) .
Äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì 1�2 ïðåäñòàâëåíî â [1].
Äëÿ ðàññìîòðåíèÿ çàäà÷è (òåîðåìà 1) òðåáóåòñÿ èìåòü íà âõîäå àëãîðèòìà îðèåí-

òèðîâàííûé àöèêëè÷åñêèé ãðàô, äóãè êîòîðîãî õàðàêòåðèçóþòñÿ îïèñàííûìè âûøå
äîïîëíèòåëüíûìè õàðàêòåðèñòèêàìè � ñòîèìîñòüþ è øèðèíîé. Íà îñíîâàíèè òåîðåìû
1 äâóõêðèòåðèàëüíàÿ çàäà÷à îòëè÷àåòñÿ îò çàäà÷è ïîèñêà êðàò÷àéøèõ ïóòåé òîëüêî
òåì, ÷òî ïîèñê ïîñëåäíèõ áóäåò ïðîèñõîäèòü íå ñðåäè âñåõ äóã ãðàôà, à òîëüêî òåõ,
êîòîðûå âõîäÿò â ïóòè ìàêñèìàëüíîé øèðèíû. Ñëåäîâàòåëüíî, çàäà÷à ðàçáèâàåòñÿ íà
äâå ïîäçàäà÷è, êîòîðûå ìîãóò âûïîëíÿòüñÿ òîëüêî ïîñëåäîâàòåëüíî.

Ðàññìîòðèì àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è ïîèñêà êðàò÷àéøåãî ïóòè ñðåäè ïóòåé ìàêñè-
ìàëüíîé øèðèíû èç íà÷àëüíîãî óçëà s â êîíå÷íûé óçåë t â ãðàôå G = (I, U), s ∈ I,
t ∈ I :

Algorithm 1. Äóãè ãðàôà G = (I, U) ñîðòèðóþòñÿ â ïîðÿäêå íåâîçðàñòàíèÿ øèðèíû è ôîð-
ìèðóþòñÿ ìíîæåñòâà äóã U i, i = 1, k, òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû êàæäîå ìíîæåñòâî ñîäåðæàëî
òîëüêî äóãè îäíîé îïðåäåëåííîé øèðèíû, òî åñòü ïåðåñå÷åíèå ýòèõ ìíîæåñòâ åñòü ïóñòîå
ìíîæåñòâî, à èõ îáúåäèíåíèå ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì U, ïðè÷åì, äëÿ âñÿêîãî i = 2, k øè-
ðèíà ëþáîé äóãè ìíîæåñòâà U i ìåíüøå øèðèíû ëþáîé äóãè ìíîæåñòâà U i−1.

1: Ñîçäàþòñÿ ìíîæåñòâà Ũ i , i = 1, k òàê, ÷òî Ũ i =
⋃ i

j=1 U j

2: for i = 1 to k do
3: Ñòðîèòñÿ ãðàô Gi = (I, Ũ i)
4: Åñëè â ãðàôå Gi = (I, Ũ i) óçåë t äîñòèæèì èç óçëà s, òî ïîèñê ñïåöèàëüíîãî ãðàôà

Gi çàâåðøàåòñÿ, ïåðåõîä ê øàãó 6
5: end for
6: Äëÿ ïîëó÷åííîãî ãðàôà Gi = (I, Ũ i) ðåøàåòñÿ çàäà÷à ïîèñêà êðàò÷àéøåãî ïóòè èç óçëà

s â óçåë t, ïðè÷åì øèðèíîé ïîëó÷åííîãî ïóòè ÿâëÿåòñÿ øèðèíà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ
äóãàì ìíîæåñòâà U i.
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Íà îñíîâå ïîëó÷åííîãî ïóòè ìîæíî âû÷èñëèòü äóãîâûå ïîòîêè â ãðàôå, ñîîòâåò-
ñòâóþùèå ðåøåíèþ çàäà÷è ïîèñêà êðàò÷àéøåãî ïóòè ñðåäè ïóòåé ìàêñèìàëüíîé øè-
ðèíû èç íà÷àëüíîãî óçëà s â êîíå÷íûé óçåë t. Äëÿ ýòîãî òðåáóåòñÿ ïîëîæèòü ïîòî-
êè ïî äóãàì, ïðèíàäëåæàùèì íàéäåííîìó ïóòè, ðàâíûìè åäèíèöå, à ïîòîêè ïî âñåì
îñòàëüíûì äóãàì � ðàâíûìè íóëþ.

Àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è íàõîæäåíèÿ ñðåäè âñåõ ïóòåé ìèíèìàëüíîé ñòîèìîñòè
(êðàò÷àéøèõ ïóòåé) èç óçëà s â äîñòèæèìûé óçåë t ãðàôà G ïóòåé ìàêñèìàëüíîé
øèðèíû îñíîâàí íà âûïîëíåíèè óñëîâèé òåîðåìû 2, ïðè ýòîì ñîðòèðîâêà çíà÷åíèé
øèðèíû êàæäîé äóãè îñóùåñòâëÿåòñÿ â ïîðÿäêå íåóáûâàíèÿ. Ôîðìèðîâàíèå ìíîæåñòâ
äóã U i, i = 1, k, îñóùåñòâëÿåòñÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû êàæäîå ìíîæåñòâî áûëî
îïðåäåëåííîé øèðèíû.

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü çàäà÷è î êðàò÷àéøèõ ïóòÿõ èç óçëà s ∈ I â äîñòèæèìûå
óçëû i ∈ I\{s} ãðàôà G = (I, U) èìååò ñëåäóþùèé âèä:∑

(i,j)∈U

ci,jxi,j → min,

∑

j∈I+
i (U)

xi,j −
∑

j∈I−i (U)

xj,i =

{
n− 1, i = s,
−1, i ∈ I\{s},

0 6 xi,j 6 n, (i, j) ∈ U, n = |I|, xi,j ∈ N,

ãäå I+
i (U) = {j ∈ I : (i, j) ∈ U}, I−i (U) = {j ∈ I : (j, i) ∈ U}.

Òåõíîëîãèè ïîñòðîåíèÿ êðàò÷àéøèõ ïóòåé èç óçëà s â óçåë t è èç óçëà s âî âñå
äîñòèæèìûå óçëû ãðàôà, îñíîâàííûå íà áàçèñíîì ïîäõîäå, ïðåäñòàâëåíû â ðàáîòå [2].
Ïîäõîä, îñíîâàííûé íà ïðèìåíåíèè äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, ïðåäñòàâëåí
â ðàáîòå [3].
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ÊËÀÑÑÈ×ÅÑÊÈÅ ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÈÅ ÏÐÈÍÖÈÏÛ,
ËÅÆÀÙÈÅ Â ÎÑÍÎÂÅ ÊÓÐÑÀ

ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÛÕ ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ

Í.ß. Ðàäûíî
Â êóðñå äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé èçó÷àåòñÿ øèðîêèé ñïåêòð íåïîñðåäñòâåí-

íî óðàâíåíèé è ìåòîäîâ èõ ðåøåíèÿ [1]. Ïðåäëàãàåì îçâó÷èòü ôóíäàìåíòàëüíûå
ïðèíöèïû, êîòîðûå çàëîæåíû êàê â óðàâíåíèÿõ, òàê è â ìåòîäàõ èõ ðåøåíèÿ, ñ
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öåëüþ îïðåäåëåíèÿ îòïðàâíûõ ìîìåíòîâ ìåòîäèêè ïðåïîäàâàíèÿ êóðñà äèôôåðåíöè-
àëüíûõ óðàâíåíèé.

Êóðñ îòêðûâàåòñÿ ëèíåéíûìè äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè ïåðâîãî ïîðÿä-
êà ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè. Ýòî óðàâíåíèÿ âèäà r′ = ar, x′(t) = ax(t) + f(t).
Îíè ÿâëÿþòñÿ ïðîñòåéøèìè ìîäåëÿìè îñíîâíûõ ôèçè÷åñêèõ ÿâëåíèé: ðàäèîàêòèâíî-
ãî ðàñïàäà, ïàäåíèÿ äàâëåíèÿ âîçäóõà â çàâèñèìîñòè îò âûñîòû íàä óðîâíåì ìîðÿ,
îñëàáëåíèå èíòåíñèâíîñòè èçëó÷åíèÿ ïðè ïðîõîæäåíèè åãî ÷åðåç ïîãëîùàþùóþ ñðå-
äó, òîê ðàçìûêàíèÿ, òðåíèå ðåìíåé, ïàäåíèå òåëà ñ âûñîòû.

Â îñíîâó èçó÷åíèÿ òàêîãî âèäà óðàâíåíèé ïîëîæåí ôóíäàìåíòàëüíûé ïðèíöèï èëè
ïîíÿòèå � ¾ãåîìåòðè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ¿.

Äàëåå ðàññìàòðèâàþòñÿ ëèíåéíûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ n -îãî ïîðÿäêà ñ
ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè, â îñíîâå � ¾ñóììà ãåîìåòðè÷åñêèõ ïðîãðåññèé¿.

Ñëåäóþùèå â ïðîãðàììå êóðñà � ëèíåéíûå äèôôåðåíöèàëüíûå âåêòîðíûå óðàâ-
íåíèÿ ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè ~x ′ = A~x . Ìåòîä ðåøåíèÿ òàêèõ óðàâíåíèé
îñíîâàí íà âû÷èñëåíèè ýêñïîíåíòû ìàòðèöû. Â ýòîì ñëó÷àå ïðèìåíÿåòñÿ ¾òåîðåìà
Åâêëèäà î äåëåíèè ñ îñòàòêîì¿.

Îáîñíîâàíèå ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè çàäà÷èÊîøè y′ = f(x, y), y(x0) = y0

äà¼òñÿ ñ ïîìîùüþ òåîðåìû Ïèêàðà, ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäà ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðè-
áëèæåíèé. Áàçîâûé ïðèíöèï � ¾àëãîðèòì Åâêëèäà¿.

Ïåðåõîäèì ê óðàâíåíèþ ïåðâîãî ïîðÿäêà â íîðìàëüíîé äèôôåðåíöèàëüíîé ôîðìå
P (x, y)dx + Q(x, y)dy = 0.

Äàííîå óðàâíåíèå îçíà÷àåò, ÷òî âåêòîð (P, Q) îðòîãîíàëåí âåêòîðó (dx, dy). Âîïðî-
ñó îðòîãîíàëüíîñòè â êóðñå äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé òàêæå ïîñâÿùåíà çàäà-
÷à È.Áåðíóëëè (î ïîñòðîåíèè òðàåêòîðèé îðòîãîíàëüíûõ äàííîìó îäíîïàðàìåòðè-
÷åñêîìó ñåìåéñòâó ëèíèé). Êðîìå òîãî, â êóðñå ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà â ðàçäåëå
¾Ôóíêöèè êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî¿ ðàññìàòðèâàåòñÿ ïîíÿòèå äèôôåðåíöèðóåìî-
ñòè ôóíêöèè êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî. Ñëåäóåò îáðàòèòü âíèìàíèå, ÷òî ôóíêöèÿ
êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî � ýòî òîò àïïàðàò, êîòîðûé äà¼ò äâà ñåìåéñòâà îðòîãî-
íàëüíûõ äðóã äðóãó òðàåêòîðèé [2]. Óêàçàííûå çàäà÷è äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíå-
íèé è ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà ïðàêòè÷åñêè ïðèìåíÿþòñÿ â ýëåêòðîñòàòèêå è ãèäðî-
àýðîäèíàìèêå. Âî âñåõ âûøåíàçâàííûõ çàäà÷àõ ïðîÿâëÿåòñÿ ïðèíöèï � ¾ñèëîâûå è
ýêâèïîòåíöèàëüíûå ëèíèè¿.

Äàëåå â êóðñå äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé èçëàãàþòñÿ ëèíåéíûå óðàâíåíèÿ ñ
ãîëîìîðôíûìè êîýôôèöèåíòàìè è ìåòîä ïîñòðîåíèÿ èõ ðåøåíèé ïðè ïîìîùè ñòå-
ïåííûõ ðÿäîâ. Â îñíîâó ðåøåíèÿ ïîëîæåí ïðèíöèï ¾òåîðåìà Åâêëèäà î äåëåíèè
ñ îñòàòêîì¿.

Ïðè èçó÷åíèè äâèæåíèÿ è óñòîé÷èâîñòè äâèæåíèÿ èñïîëüçóþò ñèñòåìû íåëèíåé-
íûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è ïåðâûå èíòåãðàëû (çàêîíû ñîõðàíåíèÿ). Â ýòîì
ñëó÷àå ïðèìåíÿåòñÿ ðÿä ïðèíöèïîâ: ¾îñíîâíîå ñâîéñòâî ïðîïîðöèé¿, ¾èíòåãðà-
ëû äâèæåíèÿ¿, ¾ñâåäåíèå ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ê ñèñòåìå
àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé¿, ¾ñèëîâûå è ýêâèïîòåíöèàëüíûå ëèíèè¿.

Â çàêëþ÷åíèå êóðñà èçó÷àåòñÿ òåìà ¾Ëèíåéíûå è êâàçèëèíåéíûå óðàâíåíèÿ ñ ÷àñò-
íûìè ïðîèçâîäíûìè ïåðâîãî ïîðÿäêà¿, â îñíîâå êîòîðîé ëåæèò ïðèíöèï ¾îñíîâíîå
ñâîéñòâî ïðîïîðöèé¿.

Òàêèì îáðàçîì, èçó÷àÿ äèôôðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ è ìåòîäû èõ ðåøåíèÿ, ñòó-
äåíòû ïðàêòèêóþòñÿ â èñïîëüçîâàíèè êëàññè÷åñêèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ïîíÿòèé è ïðèí-
öèïîâ: ¾ãåîìåòðè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ¿, ¾òåîðåìà Åâêëèäà î äåëåíèè ñ îñòàò-
êîì¿, ¾àëãîðèòì Åâêëèäà¿, ¾ñèëîâûå è ýêâèïîòåíöèàëüíûå ëèíèè¿,
¾îñíîâíîå ñâîéñòâî ïðîïîðöèé¿.
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ÁÃÓ

Ã.Ï. Ðàçìûñëîâè÷, À.Â. Ôèëèïöîâ

Ðîëü àíàëèòè÷åñêîé ãåîìåòðèè â ñèñòåìå âûñøåãî îáðàçîâàíèÿ âåñüìà çíà÷èòåëü-
íà. Íàðÿäó ñ òåì, ÷òî ýòà äèñöèïëèíà èìååò áîëüøîå ñàìîñòîÿòåëüíîå òåîðåòè÷åñêîå è
ïðèêëàäíîå çíà÷åíèå, áåç íå¼ íåâîçìîæíîïîñòðîèòü êóðñûìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà,
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêè, êîìïüþòåðíîé ãðàôèêè è äð.

Â âñòóïèâøèõ â äåéñòâèå â 2021 ãîäó îáðàçîâàòåëüíûõ ñòàíäàðòàõ è òèïîâûõ ó÷åá-
íûõ ïëàíàõ ñïåöèàëüíîñòåé ¾Ïðèêëàäíàÿ ìàòåìàòèêà¿, ¾Èíôîðìàòèêà¿, ¾Àêòóàðíàÿ
ìàòåìàòèêà¿ è íàïðàâëåíèé ñïåöèàëüíîñòåé ¾Ýêîíîìè÷åñêàÿ êèáåðíåòèêà (ìàòåìàòè-
÷åñêèå ìåòîäû è êîìïüþòåðíîå ìîäåëèðîâàíèå)¿, ¾Êîìïüþòåðíàÿ áåçîïàñíîñòü (ìàòå-
ìàòè÷åñêèå ìåòîäû è ïðîãðàììíûå ñðåäñòâà)¿ èçó÷åíèå îñíîâ àíàëèòè÷åñêîé ãåîìåò-
ðèè âûäåëåíî â ñàìîñòîÿòåëüíóþ äèñöèïëèíó. Â ñâÿçè ñ ýòèì àâòîðàìè ðàçðàáîòàíû
ó÷åáíûå ïðîãðàììû ïî äèñöèïëèíå ¾Àíàëèòè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ¿ äëÿ óêàçàííûõ âûøå
ñïåöèàëüíîñòåé, à òàêæå îòâå÷àþùåå ýòèì ïðîãðàììàì ó÷åáíîå ïîñîáèå. Äàííîå ïîñî-
áèå îòðàæàåò ïðàêòèêó ïðîâåä¼ííûõ àâòîðàìè çàíÿòèé ïî àíàëèòè÷åñêîé ãåîìåòðèè
íà ôàêóëüòåòå ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè è èíôîðìàòèêè Áåëîðóññêîãî ãîñóäàðñòâåí-
íîãî óíèâåðñèòåòà. Îñíîâó äàííîãî èçäàíèÿ ñîñòàâëÿþò ó÷åáíûå ïîñîáèÿ [1, 2].

Ó÷åáíîå ïîñîáèå ¾Àíàëèòè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ¿ ñîñòîèò èç äâóõ ÷àñòåé. Â ïåðâîé
÷àñòè ðàññìàòðèâàþòñÿ ñèñòåìû êîîðäèíàò íà ïðÿìîé, ïëîñêîñòè è â ïðîñòðàíñòâå,
èçëîæåíà òåîðèÿ âåêòîðîâ. Âòîðàÿ ÷àñòü ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ àëãåáðàè÷åñêèõ ëèíèé
ïåðâîãî è âòîðîãî ïîðÿäêîâ íà ïëîñêîñòè, à òàêæå ïðÿìûõ, ïëîñêîñòåé è àëãåáðàè-
÷åñêèõ ïîâåðõíîñòåé âòîðîãî ïîðÿäêà â ïðîñòðàíñòâå. Â ïîñîáèè ââîäÿòñÿ îñíîâíûå
ïîíÿòèÿ àíàëèòè÷åñêîé ãåîìåòðèè è èõ ñâîéñòâà, ñôîðìóëèðîâàíû è äîêàçàíû íàèáî-
ëåå âàæíûå óòâåðæäåíèÿ, èñïîëüçóþùèå ýòè ïîíÿòèÿ, à òàêæå ïðåäñòàâëåíî áîëüøîå
êîëè÷åñòâî ðèñóíêîâ, êîòîðûå ïîäòâåðæäàþò è èëëþñòðèðóþò îñíîâíûå ïîëîæåíèÿ
àíàëèòè÷åñêîé ãåîìåòðèè.
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Îáíîâëåíèå öåëåé ïðîôåññèîíàëüíîãî îáðàçîâàíèÿ â âûñøåé øêîëå òðåáóåò ñîâåð-
øåíñòâîâàíèÿ ìåòîäèêè îáó÷åíèÿ è îðãàíèçàöèè îáðàçîâàòåëüíîãî ïðîöåññà íà îñíîâå



Ìåòîäèêà ïðåïîäàâàíèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ äèñöèïëèí â âûñøåé øêîëå 137

òåõíîëîãèé, ïðèìåíåíèå êîòîðûõ îáåñïå÷èò íå òîëüêî ôîðìèðîâàíèå áàçû ôóíäàìåí-
òàëüíûõ çíàíèé è óìåíèé, íî è áóäåò ñïîñîáñòâîâàòü ðàçâèòèþ ëè÷íîñòè, åå òâîð-
÷åñêîé èíäèâèäóàëüíîñòè. Â ïñèõîëîãî-ïåäàãîãè÷åñêèõ èññëåäîâàíèÿõ ïî ïðîáëåìàì
âûñøåé øêîëû âîïðîñû ïîâûøåíèÿ êà÷åñòâà îáó÷åíèÿ ðàññìàòðèâàþòñÿ â ðàçíûõ
íàïðàâëåíèÿõ, îäíèì èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ èçó÷åíèå ôàêòîðîâ, ñïîñîáñòâóþùèõ ðàç-
âèòèþ ìîòèâàöèè ïðè îðãàíèçàöèè ïðåäìåòíîãî îáó÷åíèÿ. Ïðîáëåìà ìîòèâàöèè, ðàñ-
ñìàòðèâàåìàÿ, â ÷àñòíîñòè, íå òîëüêî êàê ýëåìåíò ó÷åáíîé äåÿòåëüíîñòè, íî è êàê
ñïåöèàëüíûé ìåòîä ñòèìóëèðîâàíèÿ îáó÷åíèÿ, îñîáî çíà÷èìà ïðè îáó÷åíèè ìàòåìàòè-
êå â òåõíè÷åñêîì âóçå â ñèëó îñîáåííîñòåé ìàòåìàòè÷åñêîé äåÿòåëüíîñòè, ïðîäóêòèâ-
íîñòü êîòîðîé âî ìíîãîì çàâèñèò îò ìîòèâàöèîííîé íàïðàâëåííîñòè êàê ñîâîêóïíîñòè
ïðè÷èí, îáóñëàâëèâàþùèõ âîçíèêíîâåíèå ýòîé äåÿòåëüíîñòè, âûáîð åå íàïðàâëåíèÿ
è ñïîñîáîâ îñóùåñòâëåíèÿ. Èñõîäÿ èç ýòîãî, ìîãóò áûòü îõàðàêòåðèçîâàíû ìåòîäè÷å-
ñêèå ïðèåìû, óñèëèâàþùèå îïðåäåëåííûå ñòîðîíû ìîòèâàöèè, ïðèåìû, íàïðàâëåííûå
íà ôîðìèðîâàíèå ìîòèâàöèè ïðè îðãàíèçàöèè ðàçëè÷íûõ âèäîâ çàíÿòèé, à òàêæå ïðè-
åìû ðàçâèòèÿ ìîòèâàöèè íà îòäåëüíûõ ýòàïàõ çàíÿòèé ïî ìàòåìàòèêå.

Ìàòåìàòè÷åñêèå çàäà÷è ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê öåëü è ñðåäñòâî îáó÷åíèÿ. Â.Â. Ñå-
ðèêîâ, îòìå÷àÿ, ÷òî ¾çàäà÷à � ýòî ñèñòåìíûé îáúåêò, îñíîâíûìè êîìïîíåíòàìè êîòî-
ðîãî ÿâëÿþòñÿ ñîäåðæàíèå çàäà÷è (ïðåäìåò çàäà÷è, óñëîâèÿ è òðåáîâàíèÿ), ñðåäñòâà
ðåøåíèÿ (ìåòîäû, ñïîñîáû)¿ [1, ñ.73], ñ÷èòàåò, ÷òî îáó÷àþùèéñÿ âêëþ÷àåòñÿ â ðåøå-
íèå ëèøü òîé çàäà÷è, â êîòîðîé îí íàõîäèò òîò èëè èíîé ëè÷íîñòíî-çíà÷èìûé ñìûñë.
Çàäà÷è ñîñòàâëÿþò îñíîâó ðåàëèçàöèè ìåòîäè÷åñêèõ ïðèåìîâ ôîðìèðîâàíèÿ ìîòèâà-
öèè èçó÷åíèÿ ìàòåìàòèêè, ïðè ýòîì ïðèîðèòåòíûìè îêàçûâàþòñÿ èõ äèäàêòè÷åñêèå
ôóíêöèè. Ðàññìîòðèì èõ ïîäðîáíåå.

Äëÿ ïåäàãîãîâ è ìåòîäèñòîâ çíà÷èìûì ÿâëÿåòñÿ âîïðîñ î ìåñòå ìîòèâàöèè â ïðî-
öåññå îáó÷åíèÿ è î âîçìîæíûõ ñïîñîáàõ ìîòèâàöèè ó÷åáíîé äåÿòåëüíîñòè. Ìåòîäè-
÷åñêèé ïðèåì, íàïðàâëåííûé íà ñîçäàíèå ó îáó÷àþùèõñÿ óñòàíîâêè íà íåîáõîäèìîñòü
ïîäãîòîâêè ê èçó÷åíèþ íîâîãî ìàòåðèàëà, ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàí ñ èñïîëüçîâàíè-
åì ïîäãîòîâèòåëüíûõ çàäà÷, êîòîðûå, âî-ïåðâûõ, ïîçâîëÿþò àêòóàëèçèðîâàòü çíàíèÿ
ñòóäåíòîâ, âñïîìíèòü ðàíåå èçó÷åííûå òåîðåòè÷åñêèå ñâåäåíèÿ, íåîáõîäèìûå äëÿ èçó-
÷åíèÿ íîâîãî ìàòåðèàëà, è, âî-âòîðûõ, çàäà÷, îáîçíà÷àþùèõ ïðîáëåìó, ðåøåíèå êîòî-
ðîé òðåáóåòñÿ ïðè èçó÷åíèè íîâîãî ìàòåðèàëà.

Òàê, íàïðèìåð, â íà÷àëå èçó÷åíèÿ ðàçäåëà ¾Ëèíåéíàÿ àëãåáðà¿, â êîòîðîì ìíî-
ãî àêñèîìàòè÷åñêèõ îïðåäåëåíèé ïîíÿòèé, òðóäíî óñâàèâàåìûõ ñòóäåíòàìè, ìîæíî
èñïîëüçîâàòü êàê ïîäãîòîâèòåëüíóþ, çàäà÷ó ñëåäóþùåãî ñîäåðæàíèÿ: ¾Ïðåäïðèÿòèå
âûïóñêàåò òðè òèïà ïðîäóêöèè, èñïîëüçóÿ ÷åòûðå âèäà ðåñóðñîâ. Ðàñïðåäåëåíèå ðå-
ñóðñîâ (ó.ä.å.) íà ïðîèçâîäñòâî åäèíèöû ïðîäóêöèè êàæäîãî òèïà çàäàåòñÿ ÷èñëàìè:
2, 5 è 3 � äëÿ ïåðâîãî âèäà, 0, 1, 8 � äëÿ âòîðîãî âèäà, 1, 3, 1 � äëÿ òðåòüåãî âè-
äà è 2, 2, 3 � äëÿ ÷åòâåðòîãî âèäà ðåñóðñîâ. Çà îïðåäåëåííûé ïðîìåæóòîê âðåìåíè
âûïóùåíî 100 åä. ïðîäóêöèè ïåðâîãî òèïà, 80 åä. � âòîðîãî òèïà è 11 åä. � òðåòüå-
ãî òèïà. Ñòîèìîñòü åäèíèöû ðåñóðñà ïåðâîãî âèäà ñîñòàâëÿåò 10 ó.ä.å., äëÿ ðåñóðñîâ
âòîðîãî, òðåòüåãî è ÷åòâåðòîãî âèäîâ � ñîîòâåòñòâåííî 20, 10, 10 ó.ä.å. Îïðåäåëèòü
ïîëíóþ ñòîèìîñòü âñåõ çàòðà÷åííûõ çà äàííûé ïðîìåæóòîê âðåìåíè ðåñóðñîâ¿. Ê
ïåðâîìó ïðàêòè÷åñêîìó çàíÿòèþ ýòîãî ðàçäåëà ñòóäåíòàì ïðåäëàãàåòñÿ íàéòè ðåøå-
íèå ýòîé òåêñòîâîé çàäà÷è øêîëüíûìè ñðåäñòâàìè, à åãî îáñóæäåíèå ïîçâîëèò íàéòè
íîâûå ñðåäñòâà ðåøåíèÿ, îöåíèòü èõ ïðåèìóùåñòâà, ââåñòè îñíîâíûå ïîíÿòèÿ èçó÷à-
åìîé òåìû, òåðìèíû, èõ îáîçíà÷åíèÿ è çàïèñü, äåéñòâèÿ (ìàòðèöà, ñòðîêè, ñòîëáöû,
ýëåìåíòû, âèäû ìàòðèö è ò.ä.).

Íàïðàâëÿþùàÿ ôóíêöèÿ ìîòèâàöèè ðåàëèçóåòñÿ ÷åðåç ôîðìèðîâàíèå è îñîçíà-
íèå îáó÷àþùèìèñÿ êîíêðåòíîé öåëè äåÿòåëüíîñòè, ïîçâîëÿÿ èì îñóùåñòâèòü âûáîð
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îïðåäåëåííîé ëèíèè ïîâåäåíèÿ [2]. Ìîòèâàöèÿ ïîèñêîâîé äåÿòåëüíîñòè ñòóäåíòîâ ýô-
ôåêòèâíà ïðè ñôîðìèðîâàííîñòè ó íèõ ïîíèìàíèÿ ôàêòà, ÷òî èçó÷àåìûìè ìàòåìàòè-
÷åñêèìè îáúåêòàìè (ìàòðèöàìè, ïðîèçâîäíûìè, äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè è
äð.) ìîäåëèðóþòñÿ ðåàëüíûå ïðîöåññû ïðèðîäû. Ýòî äîñòèãàåòñÿ ïðè èñïîëüçîâàíèè
ìåòîäè÷åñêîãî ïðèåìà èñòîëêîâàíèÿ è ðàñêðûòèÿ ïîòåíöèàëà ìîäåëèðîâàíèÿ â ôîð-
ìèðîâàíèè ïðîôåññèîíàëüíî çíà÷èìûõ óìåíèé è íàâûêîâ îáó÷àþùèõñÿ: âî-ïåðâûõ,
ïðè ðàññìîòðåíèè ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèå êàê ó÷åáíîãî äåéñòâèÿ ïî èçó÷å-
íèþ ïîñòðîåííûõ ìîäåëåé è, âî-âòîðûõ, ïðè ðåàëèçàöèè ìåæäèñöèïëèíàðíîñòè îáó-
÷åíèÿ çà ñ÷åò èíòåãðàöèè íàó÷íûõ çíàíèé ìàòåìàòèêè è äðóãèõ ó÷åáíûõ äèñöèïëèí.
Íàïðèìåð, ðàññìàòðèâàÿ ïðèëîæåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî èñ÷èñëåíèÿ ïðè ðåøåíèè
çàäà÷è ¾Îïðåäåëèòü ðàçìåðû îòêðûòîãî áàññåéíà êâàäðàòíîé ôîðìû îáúåìîì 32 ì3

òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû íà îòäåëêó åãî äíà è ñòåí èñïîëüçîâàëîñü íàèìåíüøåå êîëè-
÷åñòâî îòäåëî÷íûõ ìàòåðèàëîâ¿, ñòóäåíòû ñàìîñòîÿòåëüíî îñóùåñòâëÿþò ïîèñêîâóþ
äåÿòåëüíîñòü ïî ïîñòðîåíèþ ìîäåëè ðåøåíèÿ, èñïîëüçóÿ îïûò íàõîæäåíèÿ íàèáîëü-
øåãî (íàèìåíüøåãî) çíà÷åíèÿ ôóíêöèè, ïðèìåíÿÿ çíàíèÿ â íîâîé ñèòóàöèè.

Ìîòèâàöèÿ ïîèñêîâîé äåÿòåëüíîñòè ñòóäåíòîâ ïðè èçó÷åíèè âîïðîñà î íàèáîëü-
øåì è íàèìåíüøåì çíà÷åíèè ôóíêöèè óñèëèâàåòñÿ ïðè ôîðìèðîâàíèè ó ñòóäåíòîâ
ïðåäñòàâëåíèé î ðàçâèòèè è óòî÷íåíèè ïîñòðîåííîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè. Êëàññè-
÷åñêàÿ çàäà÷à ¾Òðåáóåòñÿ îãîðîäèòü ó÷àñòîê ïðÿìîóãîëüíîé ôîðìû íàèáîëüøåé ïëî-
ùàäè èìåþùåéñÿ äëÿ ýòîãî ñåòêîé äëèíîé l. Íàéòè ðàçìåðû ó÷àñòêà¿ ìîæåò áûòü
ñîïðîâîæäåíà äîïîëíèòåëüíûìè óñëîâèÿìè, ñîîòâåòñòâóþùèìè ðåàëüíîé ñèòóàöèè,
íàïðèìåð, íàëè÷èå íà òåððèòîðèè äîïîëíèòåëüíûõ ïîñòðîåê, ïðåäïîëàãàþùèõ îñîáûå
âàðèàíòû ðàñïîëîæåíèÿ îáúåêòà íà îãðàæäàåìîé òåððèòîðèè. Â ýòîì ñëó÷àå îñîáîå
âíèìàíèå óäåëÿåòñÿ âîçìîæíîé äèíàìè÷íîñòè ïðîöåññà ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðî-
âàíèÿ ïðè îïðåäåëåíèè îïòèìàëüíûõ ðàçìåðîâ ó÷àñòêà. Òàêàÿ ðàáîòà íå ìîæåò ïðî-
âîäèòüñÿ íà çàíÿòèÿõ ÷àñòî â ñèëó îãðàíè÷åííîñòè âðåìåíè íà èçó÷åíèå ìàòåìàòèêè,
îäíàêî îáñóäèòü âîçìîæíîñòè òàêîãî ïîäõîäà ê ðåøåíèþ çàäà÷è öåëåñîîáðàçíî.

Ìîòèâàöèîííóþ íàïðàâëåííîñòü êóðñà ìàòåìàòèêè íà ýòàïå èçó÷åíèÿ äèôôåðåí-
öèàëüíûõ óðàâíåíèé (ïåðâûé êóðñ) óñèëèâàåò ðåøåíèå ïðèêëàäíûõ çàäà÷, ïðåäâàðÿ-
þùèõ òåîðåòè÷åñêèé ìàòåðèàë. Òàê, çàäà÷åé ¾Ïî çàêîíó Íüþòîíà ñêîðîñòü îõëàæäå-
íèÿ êàêîãî-ëèáî òåëà â âîçäóõå ïðîïîðöèîíàëüíà ðàçíîñòè ìåæäó òåìïåðàòóðîé òåëà
è òåìïåðàòóðîé âîçäóõà. Â êîìíàòå ñ òåìïåðàòóðîé âîçäóõà 20 ◦C êèðïè÷ îñòûâàåò
çà 20 ìèí ñî 150 ◦C äî 110 ◦C . Íàéòè çàêîí îõëàæäåíèÿ êèðïè÷à. ×åðåç ñêîëüêî âðå-
ìåíè òåìïåðàòóðà âûíóòîãî êèðïè÷à ïîíèçèòñÿ äî 30 ◦C ? Ïîâûøåíèåì òåìïåðàòóðû
â êîìíàòå ïðåíåáðå÷ü¿ ìîæíî ìîòèâèðîâàòü âîçìîæíîñòü è öåëåñîîáðàçíîñòü ïåðåâî-
äà çàäà÷è íà ÿçûê íîâîé òåîðèè, îáîñíîâàòü ââîäèìûå ïîíÿòèÿ, ðàñêðûòü èõ ñìûñë,
ââåñòè îáîçíà÷åíèÿ, ñôîðìèðîâàâ ïåðâîíà÷àëüíûå ïðåäñòàâëåíèÿ î ðîëè, êîòîðóþ èã-
ðàþò äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ â ìàòåìàòèêå è åñòåñòâîçíàíèè. Ìîòèâèðóÿ ñòó-
äåíòîâ íà óñïåøíîå ðåøåíèå ïðèêëàäíûõ çàäà÷, ñâîäÿùèõñÿ ê äèôôåðåíöèàëüíûì
óðàâíåíèÿì, âàæíî îïðåäåëèòü äâà ýòàïà â ðàáîòå íàä òàêèìè çàäà÷àìè: òâîð÷åñêèé
(ñîñòàâëåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ) è òåõíè÷åñêèé (ðåøåíèå óðàâíåíèÿ).

Ïðåäñòàâëåííûå ìåòîäè÷åñêèå ïðèåìû íå òîëüêî ðàçâèâàþò ó÷åáíóþ ìîòèâàöèþ
ñòóäåíòîâ ê èçó÷åíèþ ìàòåìàòèêè, íî è ñïîñîáñòâóþò ïîëîæèòåëüíîìó îòíîøåíèþ
èõ ê ìàòåìàòèêå êàê çíà÷èìîé äëÿ áóäóùåé ïðîôåññèîíàëüíîé äåÿòåëüíîñòè ó÷åáíîé
äèñöèïëèíå, ôîðìèðóþò öåëîñòíóþ ñèñòåìó ïðîôåññèîíàëüíî çíà÷èìûõ ìàòåìàòè-
÷åñêèõ çíàíèé è îïåðàöèîííûõ óìåíèé, à òàêæå ïîâûøàþò óðîâåíü ëè÷íîñòíîãî è
ïðîôåññèîíàëüíîãî ñòàíîâëåíèÿ ñòóäåíòîâ òåõíè÷åñêîãî âóçà.
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QR-ÊÎÄÈÐÎÂÀÍÈÅ Â ÎÁÐÀÇÎÂÀÒÅËÜÍÎÌ ÏÐÎÖÅÑÑÅ ÏÐÈ
ÈÇÓ×ÅÍÈÈ ÒÅÌÛ ¾ÑÎÁÑÒÂÅÍÍÛÅ ÂÅÊÒÎÐÛ È

ÑÎÁÑÒÂÅÍÍÛÅ ÇÍÀ×ÅÍÈß ËÈÍÅÉÍÎÃÎ ÎÏÅÐÀÒÎÐÀ¿

ß.Ñ. Ñóäíèê, Å.À. Îâñÿíèê, È.È. Ðóøíîâà, Í.Ã. Àáðàøèíà-Æàäàåâà

QR-êîäèðîâàíèå íà çàíÿòèÿõ ñòàíîâèòñÿ îòëè÷íûì ïîäñïîðüåì òðàäèöèîííûì ïðè-
åìàì èçëîæåíèÿ ðàçëè÷íûõ òåì è äàåò âîçìîæíîñòü íàãëÿäíî ïðîäåìîíñòðèðîâàòü
òåîðåòè÷åñêèå âûêëàäêè. Â ýòîì ñëó÷àå äàæå ñëîæíûå òåìû ìîãóò áûòü óâëåêàòåëü-
íûìè è èíòåðåñíûìè [1]. Èñïîëüçîâàíèå QR-êîäîâ â ó÷åáíèêàõ è ìåòîäè÷åñêèõ ðàç-
ðàáîòêàõ ñîçäàþò áëàãîïðèÿòíóþ ñðåäó äëÿ íåáîëüøîãî èññëåäîâàíèÿ, íàïðèìåð, êàê
ñ ïîìîùüþ QR-êîäà äëÿ íàõîæäåíèÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé è ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ
ìîæíî ïîñòðîèòü àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ êàíîíè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ äëÿ êðèâûõ è ïî-
âåðõíîñòåé âòîðîãî ïîðÿäêà [2�4]. Ýòà íåñòàíäàðòíàÿ ñèòóàöèÿ ïîìîãàåò íå òîëüêî
ëó÷øå çàêðåïèòü ïðîéäåííûé ìàòåðèàë, íî è ïðîäîëæèòü èññëåäîâàíèÿ. Ñîâìåñòíî
ñî ñòóäåíòàìè ôèçè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà áûë ñîçäàí òàêîé òðåíàæåðíûé QR-êîä.

QR-êîä èñïîëüçóåòñÿ â êà÷åñòâå ññûëêè íà ïîðòàë ôèçè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà
Áåëîðóññêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà, ãäå ðàçìåùàåòñÿ ïðîãðàììà, ñîçäàííàÿ
â ñðåäå ïðîãðàììèðîâàíèÿ Delphi. Ïðîãðàììà èìååò ïðàêòè÷åñêóþ íàïðàâëåííîñòü
è íàöåëåíà íà äåìîíñòðàöèþ íàõîæäåíèÿ ñîáñòâåííûõ è ïðèñîåäèíåííûõ ê íèì âåê-
òîðîâ äëÿ ëèíåéíîãî îïåðàòîðà â äåéñòâèòåëüíîì èëè êîìïëåêñíîì ïîëå. Îïåðàòîðó
ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå íåêîòîðàÿ ìàòðèöà òðåòüåãî ïîðÿäêà.

Ñëåäóÿ ïðàâèëó íàõîæäåíèÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé è ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ëèíåé-
íîãî îïåðàòîðà, íà ïåðâîì øàãå ïðîãðàììà íàõîäèò õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí
ìàòðèöû ìåòîäîì àëãåáðàè÷åñêèõ äîïîëíåíèé è äàëåå ïðåäñòàâëÿåò õàðàêòåðèñòè÷å-
ñêîå óðàâíåíèå ìàòðèöû â âèäå êóáè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ îòíîñèòåëüíî λ. Íà âòîðîì
øàãå ïðîãðàììà íàõîäèò âñå õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ÷èñëà ìàòðèöû è îïðåäåëÿåò èõ àë-
ãåáðàè÷åñêèå êðàòíîñòè. Ïðè ýòîì â ïðîãðàììå èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä ïîíèæåíèÿ ñòåïå-
íè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà äî âòîðîé ñòåïåíè ñ íåèçâåñòíûì ñîìíîæèòåëåì
(λ− g), àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ êîòîðîãî çàëîæåí â ïðîãðàììå è ïðèíàäëåæèò ðàçðà-
áîò÷èêàì [5]. Íà ñëåäóþùåì øàãå ïðîâåðÿþòñÿ óñëîâèÿ: 1) âñå õàðàêòåðèñòè÷åñêèå
÷èñëà ïðèíàäëåæàò äàííîìó ïîëþ èëè íåò; 2) ki = 3− rang(A−λiE) äëÿ êàæäîãî λi.
Åñëè óñëîâèÿ 1) è 2) äàþò ïîëîæèòåëüíûé îòâåò, òî ìàòðèöà ëèíåéíîãî îïåðàòîðà
ïðèâîäèòñÿ ê äèàãîíàëüíîìó âèäó, è ïðîãðàììà çàïèñûâàåò ýòîò âèä. Åñëè óñëîâèå
1) âûïîëíÿåòñÿ, íî íå âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå 2), òî äëÿ ýòîãî çíà÷åíèÿ λi ïðîãðàììà
èùåò ïðèñîåäèíåííûé âåêòîð.

Äëÿ ïîèñêà ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ïðè êðàòíîñòè, ðàâíîé 1, èñïîëüçóåòñÿ àëãî-
ðèòì íàõîæäåíèÿ ðåøåíèÿ îäíîðîäíîé ñèñòåìû ÷åðåç àëãåáðàè÷åñêèå äîïîëíåíèÿ ê
ýëåìåíòàì îäíîé èç ñòðîê ìàòðèöû ñèñòåìû (A−λiE). Ïðèñîåäèíåííûå âåêòîðû íà-
õîäÿòñÿ ïî ñîîòâåòñòâóþùåìó àëãîðèòìó ðåøåíèÿ íåîäíîðîäíîé ñèñòåìû ëèíåéíûõ
óðàâíåíèé. Ïî íàéäåííûì ñîáñòâåííûì âåêòîðàì îïåðàòîðà âûïèñûâàåòñÿ ìàòðèöà
ïåðåõîäà îò áàçèñà, ãäå ìàòðèöà ëèíåéíîãî îïåðàòîðà èìåëà âèä A, ê áàçèñó, ãäå ìàò-
ðèöà èìååò äèàãîíàëüíûé âèä. Ïðè íàëè÷èè ïðèñîåäèíåííûõ âåêòîðîâ, âûïèñûâàåòñÿ
ìàòðèöà ïî ñòîëáöàì èç êîîðäèíàò ñîáñòâåííûõ è ñîîòâåòñòâóþùèõ èì ïðèñîåäèíåí-
íûõ âåêòîðîâ.
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Â ñëó÷àå, êîãäà â óñëîâèè 1) íåêîòîðûå èç λi, ïðèíàäëåæàò ïîëþ êîìïëåêñíûõ ÷è-
ñåë, âñåãäà áóäåò îäíî âåùåñòâåííîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå è äâà êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåí-
íûõ. Â ïîëå êîìïëåêñíûõ ÷èñåë âñåãäà êðàòíîñòü ðàâíà 1 è ñîáñòâåííûå âåêòîðû
íàõîäÿòñÿ ïðè ïîìîùè ñîçäàííîãî ðàçðàáîò÷èêàìè àëãîðèòìà. Äàëüíåéøèå äåéñòâèÿ
â ïîëå êîìïëåêñíûõ ÷èñåë àíàëîãè÷íû äåéñòâèÿì â ïîëå äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë.

Òàêèì îáðàçîì, â îáó÷åíèè QR-êîäèðîâàíèå ìîæåò ñòàòü èíñòðóìåíòîì äëÿ ñîçäà-
íèÿ íîâûõ àëãîðèòìîâ êîäèðîâàíèÿ ðàçëè÷íîé îáðàçîâàòåëüíîé èíôîðìàöèè â äèñ-
öèïëèíå �Àíàëèòè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ è ëèíåéíàÿ àëãåáðà�.
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Ó×ÅÁÍÎÅ ÏÎÑÎÁÈÅ ¾ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÎÅ ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈÅ
ÔÈÇÈ×ÅÑÊÈÕ ÏÐÎÖÅÑÑÎÂ¿: ÒÅÎÐÈß È ËÀÁÎÐÀÒÎÐÍÛÅ

ÐÀÁÎÒÛ

È.À. Òèìîùåíêî, Â.È. Çåëåíêîâ, Í.Ã. Àáðàøèíà-Æàäàåâà

Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç äèñöèïëèí, ñîñòàâëÿþùèõ
ôèçè÷åñêîå îáðàçîâàíèå, è èìåííî îíî òåñíî ñâÿçàíî ñ ìåòîäàìè ìàòåìàòè÷åñêîé ôè-
çèêè. Ó÷åáíîå ïîñîáèå íàïèñàíî ñîòðóäíèêàìè êàôåäðû âûñøåé ìàòåìàòèêè è ìà-
òåìàòè÷åñêîé ôèçèêè Áåëîðóññêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà. Îíî îñíîâàíî íà
îïûòå ïðåïîäàâàíèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ äèñöèïëèí íà ôèçè÷åñêîì ôàêóëüòåòå è ÿâëÿ-
åòñÿ êðàòêèì èçëîæåíèåì ëåêöèé ïî êóðñó ¾Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå ôèçè-
÷åñêèõ ïðîöåññîâ¿, ÷èòàåìûõ â òå÷åíèå ðÿäà ëåò ñòóäåíòàì ôèçè÷åñêîãî ôàêóëüòå-
òà Áåëîðóññêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà. Îíî âîçíèêëî íà îñíîâå èçâåñòíûõ
ó÷åáíèêîâ è ñòàòåé (ñì, íàïðèìåð, [1-10] è öèòèðóåìóþ òàì ëèòåðàòóðó) è ðàññ÷èòàíî
íà ñòóäåíòîâ ñòàðøèõ êóðñîâ, ìàãèñòðàíòîâ, àñïèðàíòîâ è èíæåíåðîâ ñ ïîâûøåííîé
ìàòåìàòè÷åñêîé ïîäãîòîâêîé.

Ñîâåðøåííî ñïðàâåäëèâî, ÷òî áåç ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ è ìåòîäîâ ìàòå-
ìàòè÷åñêîé ôèçèêè è èõ òåñíîé ñâÿçè íåìûñëèìî ðàññìàòðèâàòü ìîäåëè ôèçè÷åñêèõ
ÿâëåíèé, ïðîâîäèòü àíàëèç è äåëàòü ïðîãíîç òåêóùåãî ïðîöåññà. Ïîýòîìó îñíîâíîé
öåëüþ àâòîðîâ ïîñîáèÿ áûëî òàê ñîñòàâèòü åãî ñîäåðæàíèå, ÷òîáû îíî ëó÷øèì îáðà-
çîì ôîðìèðîâàëî ó ñòóäåíòîâ çíàíèÿ ñðåäñòâ è ìåòîäîâ ìîäåëèðîâàíèÿ ôèçè÷åñêèõ
ïðîöåññîâ, à òàêæå óìåíèÿ ñòàâèòü, ðåøàòü è àíàëèçèðîâàòü ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè.
Â êíèãå îñíîâíûìè ìàòåìàòè÷åñêèìè ìåòîäàìè èçó÷åíèÿ ôèçè÷åñêèõ ïðîöåññîâ, êàê
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â îñíîâíîì ïðèíÿòî, ÿâëÿåòñÿ ìîäåëèðîâàíèå ýòèõ ïðîöåññîâ â âèäå äèôôåðåíöèàëü-
íûõ óðàâíåíèé, êàê îáûêíîâåííûõ, òàê è â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ. Àâòîðû ñ÷èòàþò,
÷òî ýòî ïîñîáèå ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíî â êà÷åñòâå îñíîâíîãî ìàòåðèàëà äëÿ ñàìî-
ïîäãîòîâêè ñòóäåíòîâ íàó÷íî-òåõíè÷åñêèõ ñïåöèàëüíîñòåé ïî êóðñó ¾Ìàòåìàòè÷åñêîå
ìîäåëèðîâàíèå ôèçè÷åñêèõ ïðîöåññîâ¿, à òàêæå ìîæåò áûòü ðåêîìåíäîâàíî äëÿ èñ-
ïîëüçîâàíèÿ â êà÷åñòâå ðàçäàòî÷íîãî ìàòåðèàëà, îáëåã÷àþùåãî òðóä ñòóäåíòîâ íà
ëåêöèÿõ è ëàáîðàòîðíûõ çàíÿòèÿõ.

Â ó÷åáíîì ïîñîáèè ïðåäñòàâëåíû çàäà÷è ïîïóëÿöèîííîé äèíàìèêè, ìîíèòîðèí-
ãà îêðóæàþùåé ñðåäû, ìåòîä ïîäîáèÿ, çàäà÷à Ñòåôàíà î ôàçîâîì ïåðåõîäå, çàäà÷è
ãèäðîäèíàìèêè, çàäà÷à î òå÷åíèè ãðóíòîâûõ âîä, ýïèäåìè÷åñêèå âîëíû, ðàññìîòðåíà
äèíàìèêà ìíîãîóðîâíåâûõ ñèñòåì, íåëèíåéíàÿ òåïëîïðîâîäíîñòü è ãîðåíèå, à òàêæå
äðîáíîå èíòåãðî-äèôôåðåíöèðîâàíèå è ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå àíîìàëüíîé
äèôôóçèè.

Âàæíî, ÷òî êàæäàÿ ãëàâà íà÷èíàåòñÿ ñ ôîðìóëèðîâîê îïðåäåëåíèé è îñíîâíûõ
óòâåðæäåíèé. Ïðèâîäÿòñÿ íàèáîëåå ÷àñòî èñïîëüçóåìûå óðàâíåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé
ôèçèêè è ïðåäñòàâëåíû ìåòîäû ðåøåíèÿ ýòèõ óðàâíåíèé. Çàâåðøàåò ïîñîáèå ïåðå-
÷åíü ëàáîðàòîðíûõ çàäàíèé, ãäå äàåòñÿ îáùàÿ èíôîðìàöèÿ, îñíîâíîå çàäàíèå, ïî-
ðÿäîê âûïîëíåíèÿ ëàáîðàòîðíîé ðàáîòû è, êàê ïðàâèëî, êîíòðîëüíûå âîïðîñû äëÿ
ñàìîïðîâåðêè çíàíèé è óìåíèé.

Ïîñîáèå ïîëó÷èëî ãðèô Ìèíèñòåðñòâà îáðàçîâàíèÿ è ñêîðî âûéäåò èç ïå÷àòè.
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ÎÁ ÎÐÃÀÍÈÇÀÖÈÈ
ÑÀÌÎÑÒÎßÒÅËÜÍÎÉ ÐÀÁÎÒÛ ÏÎ ÄÈÑÖÈÏËÈÍÅ

¾ÀÍÀËÈÒÈ×ÅÑÊÀß ÃÅÎÌÅÒÐÈß È ËÈÍÅÉÍÀß ÀËÃÅÁÐÀ¿
Í.Ê. Ôèëèïïîâà, È.È. Ðóøíîâà, È.À. Òèìîùåíêî, Ì.À. Ãëåöåâè÷,

Í.Ã. Àáðàøèíà-Æàäàåâà

Îäíèì èç ïðèîðèòåòíûõ íàïðàâëåíèé ìîäåðíèçàöèè ìåòîäèêè ïðåïîäàâàíèÿ âûñ-
øåé ìàòåìàòèêè â âûñøèõ ó÷åáíûõ çàâåäåíèÿõ ÿâëÿåòñÿ ïîèñê íîâûõ ôîðì îðãàíè-
çàöèè è ñòèìóëèðîâàíèÿ ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáîòû ñòóäåíòîâ. Ñ öåëüþ ñîâåðøåíñòâî-
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âàíèÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî îáó÷åíèÿ ñòóäåíòîâ íà êàôåäðå âûñøåé ìàòåìàòèêè è ìàòå-
ìàòè÷åñêîé ôèçèêè ôèçè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà Áåëîðóññêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåð-
ñèòåòà (ÁÃÓ) ðàçðàáàòûâàþòñÿ è âíåäðÿþòñÿ ó÷åáíûå è ó÷åáíî-ìåòîäè÷åñêèå ïîñî-
áèÿ [1�6], à òàêæå àêòèâíî ïðèìåíÿþòñÿ ýëåêòðîííûå ñðåäñòâà îáó÷åíèÿ [7, 8], ðàçìå-
ùàåìûå íà îáðàçîâàòåëüíîì ïîðòàëå ÁÃÓ.

Äèñöèïëèíà ¾Àíàëèòè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ è ëèíåéíàÿ àëãåáðà¿ íà ôèçè÷åñêîì ôà-
êóëüòåòå ÁÃÓ ÷èòàåòñÿ â ïåðâîì ñåìåñòðå è ÿâëÿåòñÿ ñîñòàâíûì ýëåìåíòîì ìàòåìà-
òè÷åñêîãî àïïàðàòà ðÿäà êóðñîâ îáùåé ôèçèêè, òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêè è ñïåöèàëüíûõ
ôèçè÷åñêèõ äèñöèïëèí.

Íà îñíîâå ìíîãîëåòíåãî îïûòà ïðåïîäàâàíèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ äèñöèïëèí ñòóäåí-
òàì ôèçè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà ÁÃÓ êîëëåêòèâ àâòîðîâ êàôåäðû âûñøåé ìàòåìàòèêè
è ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè ïîäãîòîâèë ó÷åáíîå ïîñîáèå ¾Àíàëèòè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ è
ëèíåéíàÿ àëãåáðà. Òåîðèÿ è òåñòû¿. Ïðè ñîõðàíåíèè äîëæíîãî óðîâíÿ òåîðåòè÷åñêèõ
çíàíèé è ïðèìåíåíèÿ èõ ñòóäåíòàìè â ïðàêòè÷åñêèõ è èññëåäîâàòåëüñêèõ öåëÿõ, à
òàêæå ñàìîêîíòðîëÿ íàâûêîâ, ïîñîáèå âêëþ÷àåò òó òåìàòèêó, êîòîðàÿ îòðàæåíà â
äåéñòâóþùåé ó÷åáíîé ïðîãðàììå [9�11].

Öåëü àâòîðîâ ñîñòîÿëà â ñîçäàíèè åäèíîãî êîìïëåêñà, ñîîòâåòñòâóþùåãî íàçâàííî-
ìó êóðñó äëÿ îðãàíèçàöèè ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáîòû ñòóäåíòîâ è ïðîâåðêè èõ çíàíèé
ïî ïðåäìåòó. Â ïîñîáèå âêëþ÷åíû òðàäèöèîííûå ðàçäåëû ¾Àíàëèòè÷åñêîé ãåîìåò-
ðèè¿ è ¾Ëèíåéíîé àëãåáðû¿. Êàæäàÿ ãëàâà ïîñîáèÿ ðàçáèòà íà ïàðàãðàôû, â êîòîðûõ
ñîäåðæàòñÿ òåîðåòè÷åñêèå ñâåäåíèÿ, ñíàáæ¼ííûå îáîçíà÷åíèÿìè, âàæíåéøèìè îïðå-
äåëåíèÿìè, òåîðåìàìè è ôîðìóëàìè; òåñòîâûå çàäàíèÿ äëÿ ñàìîêîíòðîëÿ è êîíòðîëÿ
ïîä ðóêîâîäñòâîì ïðåïîäàâàòåëÿ. Òåñòû, ñ îäíîé ñòîðîíû, âêëþ÷àþò òåîðåòè÷åñêèå
âîïðîñû, à ñ äðóãîé ñòîðîíû, òðåáóþò îò ñòóäåíòà áîëåå ãëóáîêîãî è îáñòîÿòåëüíîãî
âëàäåíèÿ îñíîâàìè ïðåäìåòà è ïðàêòè÷åñêîãî ïðèìåíåíèÿ äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷. Âñå
òåñòîâûå çàäàíèÿ ñíàáæåíû îòâåòàìè.

Ïîñîáèå ïðåäíàçíà÷åíî äëÿ îïåðàòèâíîãî êîíòðîëÿ òåêóùåé óñïåâàåìîñòè è ïðî-
ìåæóòî÷íîé àòòåñòàöèè ñòóäåíòîâ ñ öåëüþ ïðîâåðêè èõ óðîâíÿ ïîäãîòîâêè ïî äàííîé
äèñöèïëèíå è ñôîðìèðîâàííîñòè ó íèõ ôóíäàìåíòàëüíûõ è ïðàêòè÷åñêèõ íàâûêîâ.
Çàäàíèÿ âûáèðàþòñÿ ñëó÷àéíûì îáðàçîì èç ðàçíûõ ðàçäåëîâ, ÷òî èñêëþ÷àåò èõ ïî-
âòîðåíèå äëÿ êàæäîãî ñòóäåíòà. Âûáîð ðàçäåëîâ óñòàíàâëèâàåòñÿ ïðåïîäàâàòåëåì. Â
êîíöå òåñòèðîâàíèÿ ñòóäåíò ïîëó÷àåò èòîãîâûé ðåçóëüòàò â ïðîöåíòàõ è âîçìîæíîñòü
ïðîâåðèòü ïðàâèëüíîñòü âûïîëíåíèÿ çàäàíèé. Îòëè÷èòåëüíîé îñîáåííîñòüþ ïîñîáèÿ
ÿâëÿåòñÿ øèðîêîå èñïîëüçîâàíèå îñíîâíûõ ïîíÿòèé è óòâåðæäåíèé ñìåæíûõ ðàçäåëîâ
âûñøåé ìàòåìàòèêè, íàïðèìåð, òàêèõ, êàê äèôôåðåíöèàëüíûå è èíòåãðàëüíûå óðàâ-
íåíèÿ, ôóíêöèîíàëüíûé àíàëèç è òåîðèÿ ôóíêöèé, ìåòîäû ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè.

Ó÷åáíîå ïîñîáèå ¾Àíàëèòè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ è ëèíåéíàÿ àëãåáðà. Òåîðèÿ è òåñòû¿
âûéäåò âî âòîðîé ïîëîâèíå òåêóùåãî ãîäà è ïî ñâîåìó óðîâíþ ïðåäíàçíà÷åíî äëÿ ñòó-
äåíòîâ ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ, èíæåíåðíî-ôèçè÷åñêèõ ñïåöèàëüíîñòåé âóçîâ, îäíà-
êî áóäåò ïîëåçíî è ñòóäåíòàì âûñøèõ ó÷åáíûõ çàâåäåíèé, îáó÷àþùèõñÿ ïî íàïðàâëå-
íèÿì è ñïåöèàëüíîñòÿì â îáëàñòè êîìïüþòåðíûõ òåõíîëîãèé, ñòóäåíòàì ñïåöèàëüíî-
ñòåé, òðåáóþùèõ õîðîøåé ìàòåìàòè÷åñêîé ïîäãîòîâêè, à òàêæå ïðåïîäàâàòåëÿì âûñ-
øèõ ó÷åáíûõ çàâåäåíèé.
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Î ÍÅÊÎÒÎÐÛÕ ÝËÅÊÒÐÎÍÍÛÕ ÈÍÑÒÐÓÌÅÍÒÀÕ
ÎÖÅÍÊÈ ÓÑÂÎÅÍÈß Ó×ÅÁÍÎÃÎ ÌÀÒÅÐÈÀËÀ

Ä.Ñ. Øïàê

Ââåäåíèå. Â òå÷åíèå ïîñëåäíåãî äåñÿòèëåòèÿ â ñèñòåìå âûñøåãî îáðàçîâàíèÿ íà-
áëþäàåòñÿ íåêîòîðîå óìåíüøåíèå êîëè÷åñòâà àóäèòîðíûõ ÷àñîâ, îòâîäèìûõ ó÷åáíû-
ìè ïëàíàìè ñïåöèàëüíîñòåé ó÷ðåæäåíèé âûñøåãî îáðàçîâàíèÿ äëÿ èçó÷åíèÿ ìíîãèõ
äèñöèïëèí, â òîì ÷èñëå è ïî îñíîâíûì ó÷åáíûì äèñöèïëèíàì ¾Âûñøàÿ ìàòåìàòèêà¿,
¾Ìàòåìàòèêà¿.

Â òî æå âðåìÿ ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî îáúåì ó÷åáíîãî ìàòåðèàëà íå óìåíüøàåò-
ñÿ, à çíà÷èò, ñóùåñòâåííî óâåëè÷èâàåòñÿ èíòåíñèâíîñòü èçó÷åíèÿ è, ñîîòâåòñòâåííî,
ñëîæíîñòü âîñïðèÿòèÿ ñòóäåíòàìè ó÷åáíûõ òåì.

Íåîáõîäèìî òàêæå îòìåòèòü, ÷òî ïî ðåçóëüòàòàì ïðîâåäåííûõ èññëåäîâàíèé
80% ñòóäåíòîâ, îáó÷àþùèõñÿ â âóçàõ, íóæäàþòñÿ â äîïîëíèòåëüíûõ êîíñóëüòàöèÿõ
ñ ïðåïîäàâàòåëåì, à 95% èñïûòûâàþò ïîòðåáíîñòü íå òîëüêî â êîíñóëüòàöèÿõ, íî è â
ðåàëüíîé ïîìîùè [1].

Îáðàçîâàòåëüíûìè ñòàíäàðòàìè íîâîãî ïîêîëåíèÿ óñòàíàâëèâàþòñÿ òðåáîâàíèÿ ê
óíèâåðñàëüíûì, áàçîâûì ïðîôåññèîíàëüíûì è ñïåöèàëèçèðîâàííûì êîìïåòåíöèÿì
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ñïåöèàëèñòà, îòíîñèòåëüíî êîòîðûõ ñòóäåíòó íåîáõîäèìî ñòàòü àêòèâíûì ó÷àñòíèêîì
ó÷åáíîé äåÿòåëüíîñòè, à ïðåïîäàâàòåëþ � ëèøü íàïðàâëÿþùèì çâåíîì. Ýòî îáóñëîâ-
ëèâàåò íåîáõîäèìîñòü èçìåíåíèÿ òåõíîëîãèè îðãàíèçàöèè îáðàçîâàòåëüíîãî ïðîöåññà,
îñóùåñòâëÿåìîãî â óíèâåðñèòåòàõ.

Îñíîâíàÿ ÷àñòü. Îäíèì èç ïåðñïåêòèâíûõ íàïðàâëåíèé ðàçâèòèÿ ñîâðåìåííîãî
âûñøåãî îáðàçîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ áîëåå øèðîêîå èñïîëüçîâàíèå â îáðàçîâàòåëüíîì ïðî-
öåññå âîçìîæíîñòåé ýëåêòðîííîãî îáó÷åíèÿ. Ýòî êàñàåòñÿ àóäèòîðíûõ è âíåàóäèòîð-
íûõ ïåäàãîãè÷åñêèõ ìåòîäîâ è òåõíîëîãèé îáó÷åíèÿ, îñóùåñòâëåíèÿ îöåíêè êà÷åñòâà
îáó÷åíèÿ ñòóäåíòîâ, êîíòðîëÿ çíàíèé ïîñðåäñòâàì ïðîìåæóòî÷íîé è òåêóùåé àòòå-
ñòàöèé íà îñíîâå êîìïüþòåðíûõ òåõíîëîãèé è web-ïîääåðæêè.

Ñàìûì ïîïóëÿðíûì èññëåäîâàòåëüñêèì ìåòîäîì îïðåäåëåíèÿ óðîâíÿ çíàíèé, êîì-
ïåòåíöèé è ñïîñîáíîñòåé ñòóäåíòîâ ÿâëÿåòñÿ òåñòèðîâàíèå. Êàê ôîðìà êîíòðîëÿ çíà-
íèé òåñòèðîâàíèå ïîÿâèëîñü â íà÷àëå äâàäöàòîãî âåêà â ó÷åáíûõ çàâåäåíèÿõ Àíãëèè,
ÑØÀ è Ôðàíöèè. Äîëãîå âðåìÿ â ÑÑÑÐ íå ïðèçíàâàëè ïðàêòèêó ïåäàãîãè÷åñêîãî
òåñòèðîâàíèÿ, ïîìèìî òîãî èìåëè ìåñòî ïîïûòêè çàïðåòà òåñòîâûõ èññëåäîâàíèé [2].

×òî æå ìû âèäèì â íàñòîÿùèé ìîìåíò? Äëÿ ðàöèîíàëüíîãî ôîðìèðîâàíèÿ ó÷åá-
íûõ ïëàíîâ è îïòèìèçàöèè ó÷åáíîé íàãðóçêè â ó÷ðåæäåíèÿõ âûñøåãî îáðàçîâàíèÿ
äëÿ èçó÷åíèÿ áàçîâûõ îñíîâíûõ ó÷åáíûõ äèñöèïëèí ñîçäàþòñÿ ïîòîêè èç ñòóäåí÷å-
ñêèõ ãðóïï, êîòîðûå ìîãóò ñîñòàâëÿòü äî 150 � 200 ÷åëîâåê. Ñëåäîâàòåëüíî, âîçíèêà-
åò ïîòðåáíîñòü â ñèñòåìàòè÷åñêîì è õîðîøî îðãàíèçîâàííîì êîíòðîëå êà÷åñòâåííîãî
óðîâíÿ óñâîåíèÿ ó÷åáíîãî ìàòåðèàëà áîëüøèõ ãðóïï (ïîòîêîâ) ñòóäåíòîâ. Â òàêîì
ñëó÷àå òàêèå ôîðìû ïðîâåðêè çíàíèé êàê óñòíûé îïðîñ, êîëëîêâèóì èëè êîíòðîëü-
íàÿ ðàáîòà ÿâëÿþòñÿ òðóäîçàòðàòíûìè, â ïåðâóþ î÷åðåäü, äëÿ ïðåïîäàâàòåëÿ.

Â äàííîì ñëó÷àå ïðåïîäàâàòåëþ íà ïîìîùü ïðèõîäÿò ýëåêòðîííûå ðåñóðñû è ñðåä-
ñòâà îáó÷åíèÿ. Â ó÷ðåæäåíèè îáðàçîâàíèÿ ¾Ãðîäíåíñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñè-
òåò èìåíè ßíêè Êóïàëû¿ ñ 2010 ãîäà îñíîâíûì ýëåêòðîííûì ðåñóðñîì ÿâëÿåòñÿ îá-
ðàçîâàòåëüíûé ïîðòàë. Îí ïîçâîëÿåò îðãàíèçîâûâàòü îáðàçîâàòåëüíûé ïðîöåññ áîëåå
ãèáêî, îñóùåñòâëÿòü âíåàóäèòîðíî êîììóíèêàöèè ñî ñòóäåíòàìè, îáåñïå÷èâàòü öåëå-
íàïðàâëåííóþ, ñèñòåìàòè÷íóþ è âñåñòîðîííþþ îöåíêó ïîçíàâàòåëüíîé äåÿòåëüíîñòè
ñòóäåíòîâ.

Îáðàçîâàòåëüíûé ïîðòàë ïîçâîëÿåò ñîçäàòü òàêèå ýëåìåíòû êóðñà êàê ¾Îáðàòíàÿ
ñâÿçü¿, ¾Îïðîñ¿, ¾Ñåìèíàð¿, ¾Òåñò¿ è äðóãèå. Äàííûå ìîäóëè ïîçâîëÿþò ïðåïîäàâà-
òåëþ ñîçäàâàòü îïðîñû ðàçëè÷íûõ òèïîâ è îðãàíèçîâûâàòü íåîáõîäèìûé ñáîð äàííûõ.
Íàïðèìåð, èñïîëüçóÿ ýëåìåíò êóðñà ¾Îáðàòíàÿ ñâÿçü¿, ïðåïîäàâàòåëü ìîæåò ðàçðà-
áîòàòü ñîáñòâåííóþ àíêåòó ñ ðàçëè÷íûìè òèïàìè âîïðîñîâ äëÿ îöåíêè ó÷åáíîãî ìà-
òåðèàëà äèñöèïëèíû. Àíêåòà ìîæåò ïðîâîäèòüñÿ àíîíèìíî èëè ñ ó÷åòîì çàðåãèñòðè-
ðîâàííûõ ïîëüçîâàòåëåé. Ðåçóëüòàòû ïðåïîäàâàòåëü ìîæåò îòñëåæèâàòü â ðåæèìå
îíëàéí.

Ýëåìåíò êóðñà ¾Ñåìèíàð¿ ïðåäíàçíà÷åí äëÿ ïðåäîñòàâëåíèÿ, ïðîñìîòðà, ðåöåí-
çèðîâàíèÿ è îöåíèâàíèÿ ñòóäåí÷åñêèõ ðàáîò. Ñòóäåíòû ïðèêðåïëÿþò ñâîþ ðàáîòó â
âèäå ôàéëà íà ïåðâîì ýòàïå ñåìèíàðà, íà âòîðîì ýòàïå, ïðè íåîáõîäèìîñòè, ñòóäåí-
òû ìîãóò ïðîèçâîäèòü âçàèìîîöåíèâàíèå ñâîèõ ðàáîò, è íàêîíåö, íà çàêëþ÷èòåëüíîì
ýòàïå ïðåïîäàâàòåëü âûñòàâëÿåò îòìåòêè ñòóäåíòàì çà ïðîäåëàííóþ ðàáîòó.

Äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ ýëåìåíòà êóðñà ¾Òåñò¿ íà îáðàçîâàòåëüíîì ïîðòàëå íåîáõîäèìî
ñíà÷àëà íàïîëíèòü ðàçäåë ¾Áàíê âîïðîñîâ¿. Â äàííûé ðàçäåë ðàçìåùàþòñÿ âîïðîñû,
êîòîðûå â ïîñëåäóþùåì áóäóò ôîðìèðîâàòü òåñò. Ýòî ìîãóò áûòü âîïðîñû ñëåäóþùèõ
òèïîâ: ìíîæåñòâåííûé âûáîð, âåðíî/íåâåðíî, íà ñîîòâåòñòâèå, âû÷èñëÿåìûé, ýññå,
ïåðåòàñêèâàíèå â òåêñò è äðóãèå [3].
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Îáðàçîâàòåëüíûé ïîðòàë óíèâåðñèòåòà ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü è âíåøíèå èíòåð-
àêòèâíûå ðåñóðñû äëÿ ìîìåíòàëüíîé ïðîâåðêè çíàíèé ñòóäåíòîâ. Òàê, ïðåïîäàâàòåëè
÷àñòî èñïîëüçóþò mentimeter � îíëàéí-ñåðâèñ äëÿ ñîçäàíèÿ èíòåðàêòèâíûõ îïðîñîâ.

Ñëåäóåò îòìåòèòü òàêæå âîçìîæíîñòè äëÿ òåñòèðîâàíèÿ, ïðåäîñòàâëÿåìûå ýëåê-
òðîííûìè ó÷åáíî-ìåòîäè÷åñêèìè êîìïëåêñàìè (ñì., íàïðèìåð, [4]). Â ýòîì ñëó÷àå
òåñò èñïîëüçóåòñÿ ñòóäåíòàìè â îñíîâíîì êàê ôîðìà ñàìîïðîâåðêè, à òàêæå äëÿ ïîä-
ãîòîâêè ê ðàçëè÷íîãî ðîäà êîíòðîëüíûì ìåðîïðèÿòèÿì.

Çàêëþ÷åíèå. Ïðåäñòàâëåííûå ýëåìåíòû âèðòóàëüíîé îáðàçîâàòåëüíîé ñðåäû øè-
ðîêî èñïîëüçóþòñÿ ïðåïîäàâàòåëÿìè, ïðèìåíÿþùèìè ìåòîäèêó ïåðåâåðíóòîãî îáó÷å-
íèÿ. Îñíîâíàÿ ñóòü äàííîé ìåòîäèêè çàêëþ÷àåòñÿ â ñàìîñòîÿòåëüíîì èçó÷åíèè ñòó-
äåíòàìè ó÷åáíîãî ìàòåðèàëà, ïîäãîòîâëåííîãî ïðåïîäàâàòåëåì, à â àóäèòîðèè ïðî-
èñõîäèò ëèøü çàêðåïëåíèå ïðàêòè÷åñêîãî ìàòåðèàëà. Îäíèì èç îñíîâíûõ êîìïîíåí-
òîâ äàííîé ìåòîäèêè ÿâëÿåòñÿ ñîçäàíèå óñëîâèé äëÿ îñâîåíèÿ ñòóäåíòàìè êëþ÷åâûõ
êîìïåòåíöèé ïî òåìå è îðãàíèçàöèÿ òåêóùåãî è èòîãîâîãî êîíòðîëÿ ïîëó÷åííûõ êîì-
ïåòåíöèé ÷åðåç ñîâìåñòíûé âûáîð íåñêîëüêèõ ôîðì âûïîëíåííîé ðàáîòû. Óñïåøíîé
ôîðìîé â äàííîì ñëó÷àå è ÿâëÿåòñÿ òåñòèðîâàíèå, îðãàíèçîâàííîå íà îáðàçîâàòåëü-
íîì ïîðòàëå óíèâåðñèòåòà. Ýòî ðàöèîíàëüíàÿ è óäîáíàÿ ôîðìà àòòåñòàöèè ñòóäåíòîâ.
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Áåøòîêîâà Ç.Â. zarabaeva@yandex.ru. Êàáàðäèíî-Áàëêàðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñè-
òåò. C. 45.

Áîíäàðü Ë.Í. b_lina@ngs.ru. Èíñòèòóò ìàòåìàòèêè èì. Ñ.Ë.Ñîáîëåâà ÑÎ ÐÀÍ, Íîâîñè-
áèðñê, Ðîññèÿ. C. 3.

Áîðîäè÷ Ñ.Ì. sirius722@rambler.ru. Âèòåáñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èì. Ï.Ì. Ìà-
øåðîâà, Âèòåáñê, Áåëàðóñü. C. 4.

Áóëûíî Ä.À. dabulyno13@gmail.com. Âèòåáñêèé ãîñóäàðñòâåííûéóíèâåðñèòåò èì. Ï.Ì. Ìà-
øåðîâà, Âèòåáñê, Áåëàðóñü. C. 18.

Âàêóëü÷èê Â.Ñ. v.vaculchik@psu.by. Ïîëîöêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò, Íîâîïîëîöê,
Áåëàðóñü. C. 131.

Âàñèëèíà Ã.Ê. v_gulmira@mail.ru. Èíñòèòóò ìàòåìàòèêè è ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâà-
íèÿ, Àëìàòèíñêèé óíèâåðñèòåò ýíåðãåòèêè è ñâÿçè èì. Ã.Äàóêååâà, Àëìàòû, Êàçàõñòàí. C. 99.

Âàñèëüåâ À.Â. 756914@bsu.edu.ru. Áåëãîðîäñêèé ãîñóäàðñòâåííûé íàöèîíàëüíûé èññëåäî-
âàòåëüñêèé óíèâåðñèòåò, Áåëãîðîä, Ðîññèÿ. C. 49, 47.

Âàñèëüåâ Â.Á. vbv57@inbox.ru. Áåëãîðîäñêèé ãîñóäàðñòâåííûé íàöèîíàëüíûé èññëåäîâà-
òåëüñêèé óíèâåðñèòåò, Áåëãîðîä, Ðîññèÿ. C. 49, 47.

Âàñèëüåâà Î.À. vasiljeva.ovas@yandex.ru. Ìîñêîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èì.
Ì.Â. Ëîìîíîñîâà, Ìîñêâà, Ðîññèÿ. C. 21.

Âàñüêîâñêèé Ì.Ì. vaskovskii@bsu.by. Áåëîðóññêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò, Ìèíñê,
Áåëàðóñü. C. 51.

Âèð÷åíêî Þ.Ï. virch@bsu.edu.ru. Áåëãîðîäñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò, Áåëãîðîä,
Ðîññèÿ. C. 52.

Âîëêîâ À.Ï. alex.volkov85@gmail.com. Ñàìàðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé òåõíè÷åñêèé óíèâåðñè-
òåò, Ñàìàðà, Ðîññèÿ. C. 17.

Âîëêîâ Â.Ì. v.volkov@tut.by. Áåëîðóññêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò, Ìèíñê, Áåëàðóñü.
C. 76.

Âîëîä÷åíêîâà Ë.À. volodchenkova2007@yandex.ru. Îìñêèé ãîñóäàðñòâåííûéóíèâåðñèòåò èì.
Ô.Ì. Äîñòîåâñêîãî, Îìñê, Ðîññèÿ. C. 78.
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Ãàðèïîâ È.Á. ilnur_garipov@mail.ru. Êàçàíñêèé (Ïðèâîëæñêèé) ôåäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò,
Êàçàíü, Ðîññèÿ. C. 5.

Ãëåöåâè÷ Ì.À. gletsev@bsu.by. Áåëîðóññêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò, Ìèíñê, Áåëà-
ðóñü. C. 141.

ÃîðóëåâÀ.Ñ. silentmountain3@gmail.com. Áåëîðóññêèé ãîñóäàðñòâåííûéóíèâåðñèòåò,Ìèíñê,
Áåëàðóñü. C. 80.

Ãðîìûêî Ã.Ô. grom@im.bas-net.by. Èíñòèòóò ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Áåëàðóñè, Ìèíñê, Áåëà-
ðóñü. C. 82.

Ãóòîð À.Ã. goutor7@gmail.com. Áåëîðóññêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò, Ìèíñê, Áåëà-
ðóñü. C. 112.

Ãóö À.Ê. guts@omsu.ru. Îìñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èì. Ô.Ì. Äîñòîåâñêîãî,
Îìñê, Ðîññèÿ. C. 78.

Äàéíÿê Â.Â. dvv162@tut.by. Áåëîðóññêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò, Ìèíñê, Áåëàðóñü.
C. 6.

Äåðåâÿãî À.Í. dzeraviahaan@bsu.by. Áåëîðóññêèé ãîñóäàðñòâåííûéóíèâåðñèòåò,Ìèíñê, Áå-
ëàðóñü. C. 115.

Äåìèäåíêî Ã.Â. demidenk@math.nsc.ru. Èíñòèòóò ìàòåìàòèêè èì. Ñ.Ë. Ñîáîëåâà ÑÎ ÐÀÍ,
Íîâîñèáèðñê, Ðîññèÿ. C. 8.

Äåíèñîâ È.Â. den_-tspu@mail.ru. Òóëüñêèé ãîñóäàðñòâåííûé ïåäàãîãè÷åñêèé óíèâåðñèòåò
èì. Ë.Í. Òîëñòîãî, Òóëà, Ðîññèÿ. C. 9.

Äåíèñîâ À.È. den_-tspu@mail.ru. Òóëüñêèé ãîñóäàðñòâåííûé ïåäàãîãè÷åñêèé óíèâåðñèòåò
èì. Ë.Í. Òîëñòîãî, Òóëà, Ðîññèÿ. C. 9.

ÄîëæåíêîâàÄ.À. fpm.dolzhenk@bsu.by. Áåëîðóññêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò, Ìèíñê,
Áåëàðóñü. C. 53.

Äóí Öçèíõóýé. mmf.dunC1@bsu.by. Áåëîðóññêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò, Ìèíñê, Áå-
ëàðóñü. C. 76.

Äóáàòîâñêàÿ Ì.Â. dubatovska@bsu.by. Áåëîðóññêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò, Ìèíñê,
Áåëàðóñü. C. 59.

Åãîðîâ À.À. andreyegorov69@gmail.com. Áåëîðóññêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò,Ìèíñê,
Áåëàðóñü. C. 112, 113.

Åëãîíäèåâ K.K. elgondiev.61@gmail.com. Êàðàêàëïàêñêèé ãîñóäàðñòâåííûéóíèâåðñèòåò èì.
Áåðäàõà. C. 11.

Åðîôååíêî Â.Ò. bsu-erofeenko@tut.by. Íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêèéèíñòèòóò ïðèêëàäíûõ ïðî-
áëåì ìàòåìàòèêè è èíôîðìàòèêè, ÁÃÓ, Ìèíñê, Áåëàðóñü. C. 82.

Åðîøåâñêàÿ Å.Ë. lentt@tut.by. Áåëîðóññêèé íàöèîíàëüíûé òåõíè÷åñêèé óíèâåðñèòåò,
Ìèíñê, Áåëàðóñü. C. 117.

Æàëèëîâ Ì.À. alimuhammad9978@mail.ru. Ôåðãàíñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò, Ôåð-
ãàíà, Óçáåêèñòàí. C. 12.

Æóê À.È. aizhuk85@mail.ru. Áðåñòñêèé ãîñóäàðñòâåííûé òåõíè÷åñêèé óíèâåðñèòåò, Áðåñò,
Áåëàðóñü. C. 55.

Çàâèñòîâñêàÿ Ò.È. t.zavistouskaya@psu.by. Ïîëîöêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò, Íîâî-
ïîëîöê, Áåëàðóñü. C. 131.

Çàõàð÷åíêî Ï.À. evra@mathlib.ru. Ìîñêîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èì. Ì.Â. Ëî-
ìîíîñîâà, Ìîñêâà, Ðîññèÿ. C. 21.

Çàùóê Å.Í. shvichkina@tut.by. Áðåñòñêèé ãîñóäàðñòâåííûé òåõíè÷åñêèé óíèâåðñèòåò, Áðåñò,
Áåëàðóñü. C. 55.

Çàÿö Ã.Ì. zayats@im.bas-net.by. Èíñòèòóò ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Áåëàðóñè, Ìèíñê, Áåëàðóñü.
C. 82.

Çåëåíêîâ Â.È. zelenkovvi@bsu.by. Áåëîðóññêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò, Ìèíñê, Áå-
ëàðóñü. C. 140.
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Çó¼íîê Ð.Â. romanzyuo@gmail.com. Áåëîðóññêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò, Ìèíñê, Áå-
ëàðóñü. C. 59.

Èãíàòåíêî Ì.Â. ignatenkomv@bsu.by. Áåëîðóññêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò, Ìèíñê,
Áåëàðóñü. C. 57.

Èëüèíêîâà Í.È. n.ilyinkova52@gmail.com. Áåëîðóññêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò,
Ìèíñê, Áåëàðóñü. C. 118.

Êàáàíîâà Î.Ñ. kabanovaos@bsu.by. Áåëîðóññêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò, Ìèíñê, Áå-
ëàðóñü. C. 123.

Êàäèðêóëîâ Á.Æ. kadirkulovbj@gmail.com. Òàøêåíòñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò
âîñòîêîâåäåíèÿ, Òàøêåíò, Óçáåêèñòàí. C. 12.

Êàíãóæèí Á.Å. kanbalta@mail.ru. Êàçàõñêèé íàöèîíàëüíûéóíèâåðñèòåò èì. àëü-Ôàðàáè.
C. 13.

Êàïóñòî À.Â. kapusto@tut.by. Áåëîðóññêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò, Ìèíñê, Áåëà-
ðóñü. C. 80, 120.

Êàñòðèöà Î.À. kastritsa@bsu.by. Áåëîðóññêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò, Ìèíñê, Áå-
ëàðóñü. C. 121.

Êàÿíîâè÷ Ñ.Ñ. kayanovichs@gmail.com. Áåëîðóññêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èíôîð-
ìàòèêè è ðàäèîýëåêòðîíèêè, Ìèíñê, Áåëàðóñü. C. 14.

Êèì À.Â. avkim@imm.uran.ru. Èíñòèòóò ìàòåìàòèêè è ìåõàíèêè èì. Í.Í. Êðàñîâñêîãî
ÓðÎ ÐÀÍ, Åêàòåðèíáóðã, Ðîññèÿ. C. 99.

Êîâíàöêàÿ Î.À. Kovnatskaya@bsu.by. Áåëîðóññêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò, Ìèíñê,
Áåëàðóñü. C. 16.

Êîçëîâñêàÿ È. Ñ. kozlovskaja@bsu.by. Áåëîðóññêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò, Ìèíñê,
Áåëàðóñü. C. 122.

Êîíîíîâà Î.À. konanavaoa@bsu.by. Áåëîðóññêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò, Ìèíñê, Áå-
ëàðóñü. C. 123.

Êîðçþê Â.È. Korzyuk@bsu.by. Áåëîðóññêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò, Èíñòèòóò ìàòå-
ìàòèêè ÍÀÍ Áåëàðóñè, Ìèíñê, Áåëàðóñü. C. 16.

Êóäîñè Àáäóë Ìîõàììàä. qudosiajmal@gmail.com. Áåëãîðîäñêèé ãîñóäàðñòâåííûé íàöèî-
íàëüíûé èññëåäîâàòåëüñêèé óíèâåðñèòåò, Áåëãîðîä, Ðîññèÿ. C. 61.

Êóçüìèíà Å.Â. elena_kuzmina@inbox.ru. Áðåñòñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò, Áðåñò-
ñêèé ãîñóäàðñòâåííûé òåõíè÷åñêèé óíèâåðñèòåò, Áðåñò, Áåëàðóñü. C. 43.

Êóëàõìåòîâà Ä.Ñ. koulakhmetova.diana@gmail.com. Èíñòèòóò ìàòåìàòèêè è ìàòåìàòè÷å-
ñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ, Êàçàõñêèé íàöèîíàëüíûé óíèâåðñèòåò èì. àëü-Ôàðàáè, Àëìàòû,Êà-
çàõñòàí. C. 99.

Êóòëûìóðàòîâà Þ.Ð. ulduzkutlumuratova@gmail.com. Êàðàêàëïàêñêèé ãîñóäàðñòâåííûé
óíèâåðñèòåò èì. Áåðäàõà). C. 11.

Ëàïòèíñêèé Â.Í. lavani@tut.by. Áåëîðóññêî-Ðîññèéñêèé óíèâåðñèòåò, Ìîãèë¼â, Áåëàðóñü.
C. 84.

Ëåâàêîâ À.À. levakov@tut.by. Áåëîðóññêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò, Ìèíñê, Áåëà-
ðóñü. C. 53.

Ëîìîâöåâ Ô.Å. lomovcev@bsu.by. Áåëîðóññêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò, Ìèíñê, Áå-
ëàðóñü. C. 24, 29.

Ìàâëÿâèåâ Ð.Ì. mavly72@mail.ru. Êàçàíñêèé (Ïðèâîëæñêèé) ôåäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò,
Êàçàíü, Ðîññèÿ. C. 5.

Ìàãîíü Í.Ñ. natalimahon@gmail.com. Áåëaðóñêi äçÿðæà�óíû �óíiâåðñiòýò, Ìiíñê, Áåëàðóñü.
C. 125.

Ìàçàíèê Ñ.À. smazanik@bsu.by. Áåëîðóññêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò, Ìèíñê, Áåëà-
ðóñü. C. 121.
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Ìàçìàíèøâèëè À.Ñ. mazmanishvili@gmail.ru. Íàöèîíàëüíûé íàó÷íûé öåíòð ¾Õàðüêîâñêèé
ôèçèêî-òåõíè÷åñêèé èíñòèòóò¿, Õàðüêîâ, Óêðàèíà. C. 52.

Ìàéîðîâñêàÿ Ñ.Â. svmayor@mail.ru. Áåëîðóññêèé ãîñóäàðñòâåííûé ýêîíîìè÷åñêèé óíèâåð-
ñèòåò, Ìèíñê, Áåëàðóñü. C. 127.

Ìàð÷åíêî È.Â.marchenko@msu.by.Ìîãèëåâñêèé ãîñóäàðñòâåííûéóíèâåðñèòåò èì.À.À.Êó-
ëåøîâà, Ìîãèë¼â, Áåëàðóñü. C. 129.

Ìàòåëåíîê À.Ï. a.matelenok@psu.by. Ïîëîöêèé ãîñóäàðñòâåííûéóíèâåðñèòåò, Íîâîïîëîöê,
Áåëàðóñü. C. 131.

Ìàöóëåâè÷ Å.È. katerina.kulgun@gmail.com. Áðåñòñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èì.
À.Ñ. Ïóøêèíà, Áðåñò, Áåëàðóñü. C. 76.

Ìèíãíàðîâ Ñ.Á. s.mingnarov@g.nsu.ru. Íîâîñèáèðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò, Íî-
âîñèáèðñê, Ðîññèÿ. C. 3.

Ìèðîíîâ À.Í. miro73@mail.ru. Êàçàíñêèé (Ïðèâîëæñêèé) ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò,
Åëàáóæñêèé èíñòèòóò, Åëàáóãà, Ðîññèÿ. C. 17.

Íèêèòèí À.È. ip.alexnikitin@gmail.com. Âèòåáñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èì.
Ï.Ì. Ìàøåðîâà, Âèòåáñê, Áåëàðóñü. C. 18.

Îâñÿíèê Å.À. jenechek555@gmail.com. Áåëîðóññêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò, Ìèíñê,
Áåëàðóñü. C. 139.

Îâñÿííèêîâ Â.Ì. OvsyannikovVM@yandex.ru. Ðîññèéñêèé óíèâåðñèòåò òðàíñïîðòà, Ìîñêâà,
Ðîññèÿ. C. 88.

Îòàðîâà Æ.À. j.otarova@mail.ru. Êàðàêàëïàêñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èì. Áåð-
äàõà, Íóêóñ, Óçáåêèñòàí. C. 19.

Ïàâëåíîê Í.Ñ. paulianok@bsu.by. Áåëîðóññêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò, Ìèíñê, Áå-
ëàðóñü. C. 90.

Ïàíòåëååâà À.Ã. vum1@yandex.ru. Âîðîíåæñêèé ãîñóäàðñòâåííûé ëåñîòåõíè÷åñêèé óíè-
âåðñèòåò èì. Ã.Ô. Ìîðîçîâà, Âîðîíåæ, Ðîññèÿ. C. 26.

Ïåðåâàðþõà À.Þ. madelf@rambler.ru. Ñàíêò�Ïåòåðáóðãñêèé Ôåäåðàëüíûé èññëåäîâàòåëü-
ñêèé öåíòð ÐÀÍ, Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, Ðîññèÿ. C. 92.

Ïèëèï÷óê Ë.À. pilipchuk@bsu.by. Áåëîðóññêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò, Ìèíñê, Áå-
ëàðóñü. C. 132.

Ïðîíåâè÷ À.Ô. pranevich@grsu.by. Ãðîäíåíñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èì. ß. Êó-
ïàëû, Ãðîäíî, Áåëàðóñü. C. 94.

Ðàäêåâè÷ Å.Â. evrad07@gmail.com. Ìîñêîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èì. Ì.Â. Ëî-
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